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DISCOURS PRÉLIMINAIRE. 



Le Cours que j 'entreprends aujourd’hui a pour 
objet tliverses questions où l’on emploie la théorie 
des surfaces. C’est la Géométrie considérée au point 
de- vue.de la Physique mathématique, une géomé- 
trie spéciale et nouvelle, que je vais essayer de dé- 
finir. 

Il ne s’agit plus d’étudier les propriétés d’une ligne, 
ou d’une trajectoire, plane ou à double courbure ; 
ni celles de la surface qui limite un corps, et des 
lignes tracées sur cette surface individuelle. Il faut 
considérer à la fois, dans l’espace, ou dans l’étendue 
à trois dimensions, soit une famille de surfaces,, réu- 
nies par une propriété commune, soit plusieurs fa- 
milles découpant un volume en polyèdres curv' 
lignes. 

Toutes les branches' des Mathématiques appliquées 
s’accordent pour réclamer cette, nouvelle étude, cette 
extension dé la Géométrie transcendante, Une revue 4 ' 
rapide de ces diverses branches mettra ce fait. Iiors de 
doute. . • . 

Lorsqu’un fluide est en équilibre, â chaque point 
«correspond une pression, qui m’exerce normalement, 
et avec la mêmé intensité; sur tous les éléments-plans 
dont ce point fijit partie. La même pression appar- 
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tient à tous les points d'une certaine surface, qu’on 
appelle surface de niveau, et qui jouit de là propriété 
d’être partout normale à la résultante des forces ex- 
térieures, pesanteur, actions capillaires, ou autres. 
L’espace occupé par le fluide est le lieu géométrique 
d’une infinité de surfaces semblables, lesquelles com- 
posent une famille de Surfaces de, niveau. La science 
de l’Hydrostatique a pour objet de déterminer la 
forme de ces surfaces, et la loi qui régit la variation 
de la pression, lorsqu’on passe d’une de ces surfaces 
à une autre. 

D’après .la loi de l’attraction universelle, si, pour 
chaque point de l’espâce, on compose la somme des 
masses de toutes les molécules matérielles de l’univers, . 
respectivement diviséesparleués distances à ce point, 
on obtient la fonction qui a reçu le nom de potentiel, et 
dô.nt la dérivée partielle, suivant une direction quel- 
conque, donne la composante, suivant cette même 
direction, de la résultante des attractions exercées sur 
le point considéré. Le potentiel a la même valeur pour 
tous les points d’une certaine surface, qu’on appelle 
encore surface de niveau, et qui jouit pareillement de 
la propriété d’être partout normale à la résultante des 
attractions. L’espace est le lieu géométrique d’une 
•Infinité de surfaces de même nature, lesquelles compo- 
sent une famille de surfaces d’égal potentiel, et dont 
la considération éclaircit singulièrement l’énonce, et 
la solution d’un grand nombre de problèmes de la 
mécanique céleste. 

Dans la théorie analytique de la chaleur, lors de 
l’état statique, la température esW stationnaire en 
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chaque point du corps solide homogène que l’on con- 
sidère. Celle température a la même valeur pour tous 
les points d’une certaine surface, qu’on appelle sur- 
face isotherme. Le volume du corps est le lieu géomé- 
trique d’une infinité de surfaces semblables, lesquelles 
composent une famille de surfaces isothermes, et dont 
la considération peut simplifier beaucoup la recherche 
qu’on a en vue. Par exemple, si le solide constitue 
une enveloppe, dont les deux parois sont entretenues 
à des températures fixes, connues et différentes, le 
problème à résoudre consiste à trouver l’équation 
générale, et le paramètre thermométrique, de la fa- 
mille de surfaces isothermes qui comprend les deux 
parois, et la température varie, dans l’intérieur du 
corps, proportionnellement au paramètre trouvé; 

Si l’hydrostatique et la théorie du potentiel ont 
introduit les familles des surfaces de niveau* la théo- 
rie de la chaleur celles des surfaces isothermes, la 
théorie de la . lumière celles des surfaces d’ondes; 
c’est la théorie mathématique de l'équilibre cj élasticité 
des corps solides, qui a introduit la considération de 
(rois familles conjuguées et orthogonales. 

En effet : il résulte de cette théorie qu’en chaque 
point d’un solide en équilibre d’élasticité, il existe 
toujours trois éléments-plans rectangulaires, que les# 
forces élastiques sollicitent normalement, tandis que 
tous les autres éléments, an même point, peuvent 
if éprouver que des tractions ou «les pressions obli- 
ques. Si donc on considère à la fois les trois éléments- 
plans sollicités normalement, qui correspondent à tous 
les points du solide, et dont les positions varient d’une 
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manière continue, tous ces triples éléments pourront 
former, de proche en proche, trois familles de sur- 
faces orthogonales, composant ce qu’on appelle un 
système isostatique, et qui jouissent de la propriété 
fondamentale d’être seules sollicitées normalement 
par les forces élastiques.' 

Dans tout système isostatique, chacune des trois 
familles de surfaces conjuguées a son paramètre, cons- 
tant pour chaque surface, variable d’une surface à une.. 

' autre. Les trois paramétres forment évidemment un 
système de coordonnées, car en leur donnant des 
valeurs particulières, elles appartiennent à trois sur- 
faces individuelles, qui Se coupent orthogonalement 
en un point, lequel est complètement déterminé par 
ces valeurs. De là est venue l’idée des coordonnées 
curvilignes, dont l’emploi est indispensable quand on « 
veut traiter des corps de formes données, dans les _ ' 
diverses branches de la Physique mathématique. 

En effet : dans toutes ces branches, il s’agit tou- 
jours d’intégrer, ou de déterrtiiner, une ou plusieurs 
fonctions qui doivent vérifier une ou plusieurs équa- 
tions aux différences partielles du* second ordre, 

* exprimantles lois physiques qui régissent les fonctions 
dont il s’agit. Et, en outre* ces fonctions, ou leurs in- 
tégrales générales, doivent vérifier d’autres équations 
aux différences partielles du premier ordre, pour tous 
les points appartenant à la surface qui limite le corps 
que l’on vèut traiter. 

Or, ce problème de double intégration serait com- 
plètement inabordable, si l'on ne parvenait pas à rap- 
; porter les points du corps, à un système de coordon- 
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nées tel que la surface, ou les diverses parties qui la 
composent, soient exprimées par une de ces coordon- 
nées égalée à une constante. C’est ainsi qu’on a pu 
traiter : le prisme rectangle à l’aide des coordon- 
nées rectilignes; le cylindre droit par les coordonnées 
polaires; la sphère à l’aide des coordonnées sphéri- 
ques; 1 ellipsoïde par les coordonnées elliptiques. 

Dans la théorie de l’attraction, la fonction est le po- 
tentiel ; dans celle de la chaleur, c’est la température. 
L’équation générale aux différences partielles du se- 
cond ordre, est la même pour les deux théories, quand 
on ne considère que l’état statique. De là résulte que 
les paramétres des surfaces d’égal potentiel, et ceux 
des surfaces isothermes, obéissent aux mêmes côndi- 
tions géométriques. C’est-à-dire que ces deux classes 
de surfaces se superposent complètement, ou n’en 
forment qu’une seule. Coïncidence remarquable, qui 
rapproche les deux théories, à tel point, qu’en résol- 
vant analytiquement certaine question particulière, 
chez .l’une, on a immédiatement la solution d’une 
question correspondante, chez l’autre. 

Ainsi, la théorie du potentiel se balance entre deux 
analogies : l’une avec l’hydrostatique? qui lui a donné 
la définition des surfaces de niveau; l’autre avec la 
théorie de la chaleur, dont elle peut s’approprier 
toutes les familles de surfaces. La première analogie 
repose sur une propriété mécanique commune, la 
seconde sur l'identité des formules analytiques; et 
celte dernière est certainement la plus utile, puis- 
qu il s'agit d intégrations. 

Dans la théorie mathématique de l’équilibre d élas 
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licite îles milieux solides, il y ;i trois fonctions, repré- 
sentant les projections du déplacement moléculaire, 
et trois équations aux différences partielles du second 
ordre, qui régissent simultanément ces trois fonctions. 

Les systèmes isostatiques correspondants ne pa- 
raissent assujettis à aucune autre condition essen- 
tielle, que celle de l’orthogonalité des trois familles 
de surfaces qui les composent. Mais, à chacune des 
trois fonctions, correspond une certaine famille de 
surfaces d’égale intensité. Et ces nouvelles familles, 
ou leurs paramètres, sont régis par une équation aux 
différences partielles du quatrième ordre, présentant 
cette identité, en quelque sorte composée, avec l'é- 
quation unique qui régit le potentiel et le paramètre 
lhermométrique, qu’il suffit de doubler l’ensemble des 
opérations différentielles donnant cette dernière, pour 
obtenir la première. 

Nouveau rapprochement qui fait entrevoir l'avène- 
ment futur d’une science rationnelle unique, embras- 
sant, par les mêmes formulés, les trois brandies îles 
mathématiques appliquées, que je viens de définir, 
i*l, en outre, la théorie des ondes sonores et celle des 
ondes lumineuses, qui ne sont autres que la théorie 
générale de l'élasticité dans L’état dynamique. 

Ces considérations me paraissent établir, et même . . 
démontrer, l'importance, ou plutôt la nécessité d’une 
étude spéciale des familles de surfaces et des systèmes 
orthagqpaux. Cette étude constitué en quelque sorte 
-line nouvelle branche de la Géométrie analytique : 
après celle des lignes droites ou courbes, après celle 
des plans ou des surfaces individuelles, vient néces- 
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sairement l’étude des volumes, ou de l'étendue à trois 
dimensions, découpée en éléments déformes diverses, 
suivant l’objet spécial que l’on se propose. 

A ces diverses branches de la géométrie analytique, 
correspondent les diverses parties du Calcul intégral. 
L’intégration des équations différentielles ordinaires, . 
ou des fonctions d’une seule variable, c’est L’étude 
classique des courbes planes, e.t à doubles courbures. 
L’intégration des équations aux différences partielles 
des fonctions de deux variables seulement, c’est l’é- 
tude des surfaces individuelles, ou l’analyse appliquée 
de Monge, complétée par des travaux nombreux, de 
Gauss, de Liouvdle , et d’autres géomètres. Enfin , 
l’intégration des équations aux différences partielles 
des fonctions de trois variables, correspond à l’étude, 
qui fera l’objet du cours actuel, des surfaces réunies 
en familles, des surfaces isothermes, des surfaces de 
niveau, des surfaces d’ondes, des surfaces isostatiques 
ou orthogonales. 

C’est pourétendre lescas d’intégration des fonctions 
de plusieurs variables, qui se présentent’ en physique 
mathématique, que cette dernière théorie a été ima- _ 
ginée. Son but était donc purement analytique. Aussi 
est-ce par l’âualyse que les propriétés qui la compo- 
sent ont été découvertes. Celles de ces propriétés qui 
peuvent s’énoncer dans le langage de la géométrie 
pure, ont ensuite, été établies directement, avec pins 
ou moins de simplicité ou d’élégance. Mais ces pro-* 
cédés d’après* coup ne doivent être considérés que 
comme de pures vérifications. L'invention ne leur 
appartient pas; ils la masquent ou la déguisent, à la 
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manière stérile des anciens, et des géomètres du 
xvii® siècle. 

Toutefois, parmi les propriétés des systèmes ortho- 
gonaux, il en est une, qui avait été découverte ànté- . , 
rieuretnent par M. Ch. Dupin, et qui consiste en ce 
que, deux des familles de surfaces conjuguées tra- 
cent , sur chaque surface de la troisième famille, 
toutes ses lignes de courbure. Cette belle propriété, 
reconnue par un trait de génie, est sans doute la pre 1 
mière et la plus importante. Toutes les autres en sont 
pour ainsi dire les conséquences différentielles. Mais 
leur déduction exige remploi de la méthode analy- 
tique qui les a signalées. Et ce sont précisément ces . * 
conséquences seules, qui répondent directement aux 
questions de physique mathématique qu’il fallait ré- 
soudre. . # 

S’il s’agissait d’une science où tout serait décou- 
vert, on pourrait substituer partout, sans inconvtv, 
nient, sinon avec avâutage, des vérifications géomé- 
triques aux démonstrations analytiques et primitives. 

Mais il reste' encore beaucoup à chercher, une mul- 
titude de points à éclaircir, et même une nouvelle 
science à édifier. Conservons donc avec soin la mé- 
thode d’invention, qui, ayant fait ses preuves, est 
seule capable d’aborder les dernières difficultés. 

En effet, les familles de surfaces, considérées iso- 
lément ou par association, éclaircissent incontestable- 
ment l’état statique, dans les diverses branches de la 
physique mathématique, tel que l’équilibre des .tem- 
pératures dans les corps solides, ou l’équilibre d’élas- 
ticité dans les milieux pondérables. Mais, pour étu- 
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(lier avec succès, et définir complètement l'état 
dynamique, il faudrait considérer les variations dos 
surfaces conjuguées, leurs transformations succes- 
sives, savoir comment se modifient les surfaces iso- 
thermes, les surfaces isostatiques, d’un instant au 
suivant, ' , ' 

Nouvelle étude, qui éclaircirait et compléterait : la 
plupart des problèmes de la mécanique céleste; 
toute l’hydrodynamique; la propagation des ondes à 
la surface des liquides; celle des ondes sonores ou 
l’acoustique ; «elle des ondes lumineuses ou la théo- 
rie de la lumière; enfin les lois de réchauffement et 
du refroidissement des milieux pondérables. 

C’est toute une quatrième branche de la géométrie 
transcendante , à peine entrevue, à peine ébauchée, 
qu’il faudra créer, avant que la physique mathéma- 
tique, aujourd’hui stationnaire, puisse faire des pro- 
grès nouveaux et définitifs. Et cette branche corres- 
pondra à l’intégration des équations aux différences 
partielles des fonctions de quatre variables, des coor- 
données et du temps. 

On ne saurait trop insister sur cette correspon- 
dance, entre deux branches, l’une de la liante géo- 
métrie, l’autre' de l’analyse infinitésimale. Elles se 
proposent un ultime but, qu’elles atteignent en res- 
tant unies, en travaillant constamment de conserve; 
mais, dont elles s’éloigneraient à jamais, en se sépa- 
rant, pour s’occuper. de recherches divergentes. 

Quand on médite sur l’histoire des mathématiques 
appliquées, on est effectivement conduit à attribuer 
leurs principales découvertes, leurs progrès les plus 
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décisifs, à l'association de l’analyse et de la géomé- 
trie. Et les travaux, que produit l’emploi exclusif de 
chacun de ces instruments, apparaissent alors comme 
des préparations, des perfectionnements, en atten- 
dant l’époque qui sera fécondée par leur réunion. 

Puisqu’il s’agit ici d’un Cours de Physique, mathé- 
matique, destiné à répandre la connaissance de cette 
science, à faciliter les nouvelles recherches, à indi- 
quer les progrès qu elle réclame, je regarde comme un 
devoir, de respecter l’association créatrice de l’ana- 
lyse et de la géométrie, lorsque j’exposerai la théorie 
des surfaces orthogonales; de n’avoir recours à la 
géométrie seule, que pour énoncer, d’une manière 
claire et précise, les résultats obtenus; de conserver, 
enfin, une méthode d’invention, qui est loin d’avoir 
dit son dernier mot. 

La Géométrie pure a certainement la puissance de 
faire des découvertes sur son propre terrain, comme 
le témoignent, si abondamment, les travaux des 
Dupin, «les Poncelet, des Chasles, des Steiner, et de 
leurs nombreux élèves. Admirons ces belles recher- 
ches; cédons parfois à l’attrait qu’elles offrent, en 
nous essayant sur les mêmes sujets. Mais, si un grand 
nombre des résultats, ainsi obtenus, ont été utilisés 
dans les sciences d’application , gardbns-nous cepen- 
dant de croire à une omnipotence de la géométrie 
seule, qui n’existe pas, et que l’histoire de la science 
dément. 

Trop éblouis par la simplicité, la lucidité, l’élé- 
gance de certaines démonstrations purement géomé- 
triques, ne les substituons pas partout, en mécanique, 
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ért physique mathématique, aux méthodes analy- 
tiques qui ont véritablement signalé les théorèmes 
énoncés» et qui, bien présentées, sont aussi simples, 
t£ssi lucides, aussi élégantes, et ont de plus le mérite 
de l’inveiition. \ . 

Après avoir établi la nécessité d’introduire une 
nouvelle branche de la géométrie transcendante, et 
justifié l’emploi de la méthode analytique dans l’en- 
seignement de cette science, il (ne reste à indiquer, 
succinctement, l’ordre des matières qui composeront 
le Cours actuel. Quelques détails préliminaires sont 
indispensables pour tracer ce programme. 

Dans tout système orthogonal, outre les trois para- 
. mètres des surfaces conjuguées, qui sont les coor- 
données curvilignes, il y a lieu d’introduire trois au- 
tres quantités, ou coefficients, dont la considération 
est nécessaire, pour la complète définition du système. 
Isolons une des familles, deux de ses surfaces infini- 
ment voisines, et la valeur du paramètre qui. appar- 
tient à l’une d’elles. Généralement, ces deux surfaces 
ne sont pas partout également distantes, et l’épaisseur, 
de la couche, qu’elles comprennent, varie d’une nor- 
male à une autre. Si donc on divise l’accroissement 
constant du paramètre, par cette épaisseur, ce rap- 
port sera variable, non-seulement d’une couche à une 
autre, mais aussi dans toute, l’étendue d’une même 
couche. 

Je désigne ce rapport sous le nom de paramètre 
différentiel de la famille de surfaces considérée. Les 
paramètres différentiels des trois familles de surfaces 
conjuguées sont les quantités, ou les^oefficients, qui. 
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particularisent le système orthogonal. Ils sont, oli 
général, fonction des trois coordonnées curvilignes. , 

Et, les formules de transformation, les courbures des 
surfaces, s’expriment à l’aide de ces fonctions, et <9 . 

leurs premières dérivées. .. ; . 

Lorsqu’une des familles conjuguées doit être d’une 
certaine classe, ou quelle doit obéira des conditions 
géométriques particulières, ces conditions se tradui- 
sent analytiquement par une certaine relation entre 
les paramètres différentiels. Par exemple, si celte fa- 
milledoit se composer de surfaces isothermes, et qu’on 
adopte le paramètre thermométrique pour la coor- 
donnée curviligne qui lui correspond, son paramètre 
différentiel, divisé par le produit des paramètres diffé- . 
rentielsdes deux autres familles, doit donner un rap- 
port indépendant de la coordonnée thermométrique, 
ou qui ne soit fonction que des deux autres coor- 
données. La forme même de cette relation, et des re- 
lations analogues qui caractériseraient des familles - 
de surfaces de nature différente, fait bien voir qu’il 
s’agit ici d’une géométrie analytique tout autre que 
celle de Monge. 

Les trois paramètres différentiels, dans tout système 
isostatique, sont loin d’ètre indépendants. Car la con- 
dition de l’orthogonalité, traduite analytiquement, 
conduit à six équations aux différences partielles du 
second ordre, simultanées et non linéaires, que ces 
fonctions doivent vérifier. 

Ces six équations aux différences partielles forment, 
en quelque sorte, le principe,* ou la base, de la théorie 
des surfaces orthogonales, ou des coordonnées cur- 
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viîignes. Traduites géométriquement) elles expriment 
les lois qui régissent les courbures des surfaces con- 
juguées, et leurs variations. Et c’est en les intégrant 
dans des cas particuliers, ou avec l’adjonction de 
conditions nouvelles ou simplifiantes, que l’on est 
parvenu à résoudre des questions importantes pour 
les Mathématiques appliquées. 

Il me sera facile, maintenant, de définir la première 
partie du Cours, ou la partie théorique. Elle com- 
prendra, ou établira : i° les formules qui servent à 
passer des coordonnées rectilignes à des coordonnées 
curvilignes "quelconques (I re et III e leçons); a° les 
expressions’des courbures des surfaces conjuguées et 
de leurs intersections, à l’aide des paramètres diffé- 
rentiels et de leurs premières dérivées (II e et IV e le- 
çons); 3° les équations aux différences partielles qui 
régissent les paramètresdifférentiels, et leur traduction 
géométrique, ou les lois.des variations des courbures 
(V e leçon). 

Pour donner un exemple de la marche à suivre, 
dans l’intégration des équations précédentes, lors- 
qu’on se propose de déterminer un système ortho- 
gonal, satisfaisant à des conditions données, j’expose- 
rai la méthode de recherche qui m’a réellement con- 
duit aux coordonnées elliptiques (Vr, VII e , et VIII e 
leçons). 

Les applications commenceront par la transforma- 
tion, en coordonnées curvilignes, des équations du 
mouvement d’un point matériel. Ce sujet, déjà traité 
dans une .thèse remarquable, par M. le professeur 
Guiraudet, conduit à la généralisation de la théorie 
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des mouvements relatifs, (lue à Coriolis. L’emploi des 
équations transformées, dans le cas d’un potentiel 
cylindrique, donne lieu à des conséquences nouvelles 
sur le travail des forces (IX e et X e leçons). 

' Les potentiels cylindriques, linéaires et angulaires, 
formant une infinité de systèmes orthogonaux triple- 
ment isothermes, je donnerai la "solution générale du 
problème de l’équilibre des températures dans tous 
èes systèmes; et je considérerai, particulièrement, le 
système cylindrique bi-circulaire, et celui des lem- 
niscates (XI e , XII e et XIII e leçons). 

J ’appliquera i les coordonnées curvilignes, aux trans- 
formations, conique, et cylindrique, des systèmes or- 
thogonaux, par rayons vectetirs réciproques; lesquelles 
donnent la solution du problème des températures 
stationnaires pour les systèmes transformés, lorsqu’on 
la connaît pour les systèmes primitifs (XIV e leçon ). 

La dernière partie du Cours sera consacrée à la 
théorie mathématique de f élasticité. Elle comprendra : 
i° la transformation, en coordonnées curv ilignes, des 
équations de cette théorie, la loi des surfaces isosta- 
tiques, et son application à la résistance dès parois 
sphériques, cylindriques, ou planes (XV e et XVI e le- 
çons); 2 ° la solution complète du problème de l’équi- 
libre d’élasticité des enveloppes sphériques, comme 
exemple de la marche à suivre, dans l'intégration des 
équations générales (XVII e , XVII f et XIX e leçons); 
3° enfin, l’examen des principes qui doivent servir 
de base à la théorie de l’élasticité (XX e leçon). 
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LEÇONS 

SUR LUS 1 

COORDONNÉES CURVILIGNES 

ET 

LEURS DIVERSES APPLICATIONS. 



PREMIÈRE LEÇON. 

FORMULES DE TRANSFORMATION. 

Définition d’une fonction-de-point, et de se» paramètres différentiels. — 
Problème général des surfaces orthogonales, ou des coordonnées curvi- 
lignes.— Relations primitives.— Caractères et définitions des fonctions h. m 



§ I. 

DÉFINITION DUNE FONCTION-DE-POINT. 

J’appellerai fonction-de-point, toute quantité qui a une 
valeur déterminée et particulière, en chaque point d’un 
espace limité ou indéfini ; laquelle valeur change d'ün 
pointa un autre. Cette quantité , ou cette fonction-de-point, 
sera évidemment exprimable à l’aide d’un système de coor- 
données quelconques, rectilignes ou curvilignes. 

J’admettrai que cette quantité varie d’une manière con- 
tinue, lors même qu’elle n’aurait de valeurs assignables que 
pour des points disséminés , et non contigus , tels que nous 
imaginons que doivent être réunies les molécules maté- 
rielles des milieux pondérables. On conçoit, en effet, que 
l’interpolation puisse déterminer une fonction , reprodui- 
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sant pour chacun, des points matériels existants la valeur 
qui lui appartient. Ce sera alors cette fonction interpolaire 
■qui représentera la fonction-de-point 5 elle sera nécessaire- 
ment continue, car elle donnera aussi des valeurs pour les 
points géométriques intermédiaires. D’ailleurs, quand on 
l’introduira dans les sommations de la physique mathéma- 
tique, elle s’y trouvera toujours accompagnée d’un facteur 
analogue à la masse; Ce qui écartera l’influence des points 
géométriques, pour lesquels le facteur sera nul. 

D’après la définition qui précède, le potentiel dans la 
mécanique céleste, la pression dans un fluide en repos, la ■ 
température dans un solide en équilibre de chaleur, appar- 
tiennent à la classe des fonctions-de-point. 

Une fonction-de-point égalée à une constante, peut re- 
présenter une famille de surfaces , dont cette constante est 
le paramètre. Ou, autrement, le paramètre de toute famille 
de surfaces est une fonction-de-point. Dans l’un ou l’autre 
cas, chaque surface individuelle est le lieu géométrique des 
points de l’espace, pour lesquels la fonction a une même 
valeur. S’il s’agit du potentiel, ou de la pression d’un fluide, 
on a une famille de surfaces de niveau; s’il s’agit delà tem- 
pérature, une famille de surfaces isothermes. 

Une fonction de trois coordonnées et du temps t , donne 
à chaque instant une nouvelle famille de surfaces, ou une 
fonction-de-point nouvelle, que l'on peut étudier isolé- 
ment en regardant t comme constant. Mais, une équation 
entre les coordonnées et le temps a une tout autre signifi- 
cation : elle représente une famille de surfaces d’ondes, dont 
t est le paramètre; alors le temps lui-même est une fonction- 
de-point, fixe et déterminée. 

Au point de vue de la géométrie, une certaine fonction- 
de-point particularise l’étendue à trois dimensions, comme 
Une certaine surface, ou comme une certaine courbe, par- 
ticularisent l’étendue à deux dimensions, .ou à une seule 
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dimension. De même que la surface, de même que la 
courbe, la fonction-de-point peut être indifféremment rap- 
portée à une infinité de systèmes coordonnés différents. 
Mais, en chaque point de la courbe, la direction de la tan- 
gente, et la grandeur de la courbure simple ou double, en 
chaque point delà surface, l’orientation du plan langent, 
les directions des lignes de courbure, et la grandeur de la 
courbure sphérique, sont complètement indépendantes du 
système de coordonnées, auquel la surface et la courbe sont 
rapportées. Ces divers éléments caractéristiques restent in- 
variables, lorsqu’on passe d’un système à un antre. A la 
fonction-de-point doivent correspondre des éléments, tout 
auSsi caractéristiques, qui partagent la même indépendance. 
Il importe de découvrir quels sont ces éléments, et quelle 
est leur définition naturelle. 

‘ ' 

FORMULES DES COORDONNÉES RECTILIGNES. 

Une première étude, dans ce sens, exige l’emploi des 
formules qui servent à passer d’un système de coordonnées 
rectilignes et orthogonales à un autre. Ces formules, dont 
nous ferons usage plusieurs fois , sont toutes groupées dans 
la feuille A. , > 
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Feuille A. 



m 


n 


a 


«?. 


n ' 


B 









x y z 



/ JC = mx' + m { y + m,z' 
(2) J ■ y= im'-Jf n,y+ n t z' 
( z = px‘+ />,/-)- p t z' 


| .x' = /« x -(- « s 

(3) J /? = m, X-+ «,/+■/>, 2 

( *'=/w,x-b«,7H-/7 I z 


(4) x'+y+z*= 


r -i + ÿ 5+z . î 


/ m* 4- //’ -\-p 2 = i 

(5) m’ + n* +■/>» = 1 
( /»’,+*; +^ = 1 


, /n, m,+". = 0' 

(6) < //!,»!+«, « = 0 
’ m m ( +««,-(-///>, = 0 


t • 

/ m’ + m] 4-mJ = 1 

(7) | n 7 + n\ 4 - n\ = 1 
( P' + /»ï 4-/>î.= 1 


l «/>+", />, + », /> 3 = ° 
(8) - pm-hp, !»,+/>, #>», = 0 
V m/7 + w, n, -f- m, n, = b 


j («î + ■«ï+^ï)('»î+ 


| m 2 =P, n , ~ n ,P, 

• ( 10 ) j n = * . 

1 p = n^m 7 — m, «, 


1 m ,=p^~ n ,p 
(il) < w , — m i P — Pi m 
\ p x ^=i n 7 m — m , fl 


/ m, = pn, - np, 

( 12 ) | n t =m Pi ~pm, . 
\ p 7 == /î/w, — w/? t 



i 
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\ 

Le tableau (i) définit les neuf- cosinus des angles que les 
nouveaux axes font avec les anciens. Les formules (2) et ( 3 ) 
donnent les anciennes coordonnées en fonction des nou- 
velles, et réciproquement. La relation (4 ) exprime que la 
distance du point à l’origine doit rester la même. Sa vérifi- 
cation nécessaire, par les groupes (2) et (3), établit im- 
médiatement, soit les formules ( 5 ) et (6), soit les formules 
inverses (7} et (8). Les valeurs (10) des (»n, «,/;), mul- 
tipliées par un même coefficient K , vérifient les deux der- 
nières équations du groupe (6), et, d’après le théorème 
d’algèbre (9) , K’ doit être égal à l’unité, ou K égal à rh 1 ., 
Si l’on prend K=-f-i, on a les valeur^(io), d’où l'on 
.déduit, à l’aide de l'élimination, les valeurs ( 1 1 ) et (12). 

§ III. 

• t / 

• * INTRODUCTION DES A, ET DES A,. 

Abordons actuellement notre première étude. Une fonc- 
lion-de- point F étant successivement exprimée , à l’aide des 
deux systèmes de coordonnées rectilignes et orthogonales , 
de la feuille A, les règles ordinaires du calcul différentiel 
établissent, facilement, que les premières dérivées partielles 
de F en (x',j', z'), seront liées à celles en (x,j, z), 
comme les coordonnées mêmes (x', y', z '), le sont aux 
(x,.j, z). C’est-à-dire que, dans les gro.upes (2) et ( 3 ), 
on peut substituer à chaque coordonnée , ancienne ou nou- 
velle, la dérivée de F par rapport à cette coordonnée. La 
même Substitution peut donc être faite dans la formule ( 4 ), 
laquelle n’est qu’une.cbnséquence des valeurs ^2), en vertu 
des relations ( 5 ) et (6). On aura donc 




D’après les mêmes règles de différentiation , pour obtenir 



•• Digitized by Google 



,6 ' LEÇONS 

rf : F d 2 F d 2 F 

les dérivées secondés » — — > —7-, on peut élever au car^ 
dx 2 djr ‘ dz 2 r 

ré les valeurs du groupe (S), puis, remplacer tout carré, 
d 2 V d 2 F ' 

tel que .r'*, ar*, par yn’ yp'tout rectangle, tel que xy, 
d* F 

par -y 1 et cela, sans changer les coefficients. De là résulte 

que, si. l’on additionne les trois dérivées obtenues, les re- 
lations (7) et (8) donneront 

d 2 F d 2 F </ z F'_ rf z F <* Z F d 2 F 

rf-r ' 1 dy ' 2 dz ' 2 dx‘ dy 2 dz 2 

Ainsi toute foJktion-de-poiut jouilde la double propriété, 
que les expressions différentielles. 

/d 2 F tf J F d 2 F N 

y dx 2 dy 2 dz 2 ) 

conservent les mêmes formes, et reproduisent les mêmes 
valeurs numériques en chaque point, quel que soit le sys- 
tème de coordonnées rectilignes et orthogonales que l’on 
ait employé. 

J’ai donné à ces deux expressions les noms de paramètres 
différentiels du premier ordre , et du second ordre , de la 
fonction-de-point F. On peut les désigner par les sym- 
boles A, F et Û,F. L’introduction de ces dénominations, 
dans les diverses questions de la physique mathématique,, 
permet d’en' simplifier et d’en généraliser les énoncés. De 
plus, l’emploi presque constant, dans ce genre de questions, 
des paramètres doutil s'agit, conduit à la définition la plus 
•complète et la plus naturelle de ces mêmes paramètres. 

Remarquons, ici, que toute fonction F, qui contient 
trois, coordonnées parmi ses variables, peut être traitée 
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comme une fonclion-dc-point. Alors les expressions A, F 
et A t F, (jue l’on calcule en laissant constantes les autres va- 
riables , sont partielles , comme les dérivées qui les com- 
posent. 

$ IV. 

PROBLÈME DES COORDONNÉES CURVILIGNES Pl . 

Ces préliminaires étant établis, voici le problème qui 
fera l’objet de nos premières leçons. On conçoit que trois 
familles de surfaces, représentées par des équations de la 



forme 


A ’ 








i f (•*> .r, *) = p , 




• - 


(«) 


- f ,(x,jr,z) =? p,, 






,t 


' f,(x, y,z) = p,, 

* l i *. 


•; - 


1 V 



peuvent se rencontrer à angles droits, ou découper l’espace 
en prismes rectangles élémentaires. Il s’agit de démêler les 
lois qui régissent les fonctions f,, ou p , , lorsqu’il en est 
ainsi, et d’interpréter géométriquement ces lois. 

Dans celte étude, nécessairement longue, sur un sujet 
dont l’exploration est récente, la clarté du langage entre 
souvent en lutte avec sa concision. Je crois être parvenu à 
lui conserver Ces deux qualités essentielles, tout en évitant, 
le plus possible, l’introduction de mots nouveaux, tout en 
augmentant beaucoup les acceptions, soit d’un mot, soit 
même d’une lettre. C’est ainsi, par exemple, que j’emploie 
toujours p,- pour désigner, séparément ou collectivement, 
soit les fonctions-de-poiut f f , soit les paramètres des trois 
familles conjuguées, soit leurs surfaces individuelles, soit 
les coordonnées dites curvilignes ,• et l’on reronnaitra que 
cette extension , en apparence démesurée, donnée à la si- 
gnification d’uu même symbole, n’occasionne cependant 
aucune Confusion. 
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§ V. , , 

NOTATIONS ET SIMPLIFICATIONS. 

Pour abréger le calcul et l’indication des formules, nous 
adoptons les notations suivantes : 

La lettre u ou v désigne une quelconque des trois coor- 
données rectilignes (x, y, z). Quand les coordonnées cou- 
rantes sont (X, Y, Z) , U désigne l’une quelconque d’entre 
elles. 

Avec l’indice i ou j, p, ou p y désigne l’une quelconque 
des trois fonctions (p, p,, p«). 

La lettre placée devant une expression contenant u, 

indique la somme de trois expressions semblables, dans 
lesquelles u est successivement remplacé par ( x , y , z). 

La lettre placée devant une expression contenant 

l’indice », représente la somme de trois expressions seriiT 
blables, dans lesquelles l’iudice «est successivement, sup- 
primé, égal à i, égala a. 

Lorsque les deux, lettres u et v existent dans une exprès- 

* i t ' ‘ \ 

sion précédée du signe ellés désignent deux coordonnées 

quelconques (x, j , z), mais différant l’une de l’autre. 

Lorsque les deux indices » et/ existent dans une expres- 
sion précédée du signe ^ , ils désignent deux quelconques 

des indices (o, 1,2), mais différant l’un de l’autre. 

Le nombre placé à la suite d’une formule exprimée , soit 

en u et e, soit en i et /, soit à l’aide du signe ^ ou 

indique le nombre total des formules qu’elle remplace, ou 
qu’on en déduirait, en donnant successivement aux u, e, 
aux », / , toutes leurs valeurs. 
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"Cet ensemble de notations a sans doute des avantages, 
en quelque sorte matériels , puisqu’il diminue considéra- 
blement le texte mathématique, et réduit les formules au 
niveau du format adopté. Mais son but réel est d’étendre, 
à l’expression des formules, le principe même de l’algèbre, 
de concentrer en une seule toutes les homologues , comme 
on exprime par les mêmes lettres les données ou les incon- 
nues de problèmes identiques. Peu de temps suffira, d'ail- 
leurs, pour se familiariser avec ce petit nombre d’abrévia- 
tions, et l’on pourra s’étonner, ensuite, de la simplification 
qu’elles apportent dans le langage mathématique, de la sy- 
métrie qu’elles introduisent dans les calculs, de la clarté 
qu’elles donnent aux démonstrations, en rapprochant sur 
quelques lignes ce qui, autrement^ eût exigé plusieurs 
pages. 

« . » 

§ VI. 

RELATIONS DÉDUITES DE L'ORTHOGONALITÉ. 



Revenons maintenant aux équations (a ) , qui doivent re- 
présenter les trois familles de surfaces orthogonales. La 
constance de cette orthogonalité établit, entre les dérivées 

premières ~ , des fonctions-de-point plusieurs relations 

primitives, qui comprennent, en réalité, toutes les lois 
qu’il s’agit de démêler. ' 

Le plan tangent à la surface /s, a pour équation 




et, si l’on désigne par A; le paramètre diiférentiel du pre- 
mier ordre de la fonction p, , ou, si l’on pose 




• I 
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la normale à la surface fera , avec les {x, y , z ) , des augh*s 
dont les cosiiius auront pour expression 



(3.) 



J_ dru 
h'i du 



•> 9- 



- > » • 

Les normales aux trois surlaces orthogonales peuvent être 

considérées comme étant parallèles aux coordonnées nou- 
velles (x',jr', z') de la feuille A. D’où résulte que les neuf 
cosinus (3)-, substitués aux ( tu , , doivent vérilier 

toutes les relations de celte feuille. C’est ainsi que les for- 
mules (5) et (6) (A) donnent, d’abord les (2) ci-dessus, 
puis celles-ci ■ . 



( 4 ) 



<(?i dfr_ 



du du 



= o,.. 



3, 



(5 



et que les formules inverses (7) et (S) (A) deviennent 

( 2,7 ( 3 J) = 3 - ' ■ 

i2s(£)(è)=“— 3 ' - ■ ■■' 

* • . « -N . J 

Parmi les relations qui précèdent, le groupe des trots 
équations (4) estlc seul distinct et essentiel. Les groupes (5) 
n’eu sont que des conséquences-, ils pourraient s’en déduire, 
de môme que, dans la feuille A, les formules inverses (7) 
et (8) pourraient se déduire de celles (5) et (6). Le grou- 
pe (2) ne fait que définir les fonctions composées /t, , dont 
l’introduction peut être motivée sur ùn but dé simplifica- 
tion. 

. § vu. 

DÉFINITION DES A, OU DES A jP( . 

Toutefois, quoique les A, puissent s’exprimer à l’aide «les 
*'i l'importe de les considérer séparément cQinine trois 
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fonctions spéciales, soit des coordonnées rectilignes u, soit 
des coordonnées curv ilignes p,-. 11 y a même de l'avantage à 
les prendre poHr trois fonctions primitives , et à regarder 
alors le groupe ( 2 ) comme établissant trois nouvelles rela- 
tions, imposées aux fonctions ) > et qui s’ajoutent à 

celles du groupe (4). 

Une l'aison puissante milite pour l'adoption du dernier 
point de vue : les paramètres différentiels du premier ordre 
A,-, des fonctions-de-qjojnt p, , ont une définition géomé- 
trique, d’une grande simplicité, qui manque aux fonctions 

• En effet, si l’on désigne par ds t l’élément de la nor- 
male à la surface p;, et collectivement par du les trois 
projections de cet élément, on a identiquement 



( 6 ) 



du i dpj 

ds t 4, du ’ ’ 



multipliant par du, faisant la sommation > et obser- 
vant que 

§ (d «Y 7 = ds) , - ■ 

. ■ ' S d -& du =- d * i ' . 

on obtient la relation fondameùlale 





Cette relation donne A, = ^‘- On peut donc dire qu’en 

tout point d’üne surface jo,, la, fonction A, donne la limite 
du rapport, de T accroissement du paramètre p,, quand on 
marche vers la surface infiniment voisine, à l'épaisseur ds ; 
de la couc/ie. traversée . Ajoutons que ce rapport varie gérié- 
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râlement, non-seulement d’une surface à une autre, mais 
aussi sur toute l’étendue d’une même surface: 

§ vm. - ; . 

THÉORÈMES POUR LES TRANSFORMATIONS. 

Substituant la valeur (7) de dans (6), on a l’une ou 
l’autre des deux formules très-simples 

( du i d pi 

! d ?i du 

| _L = Ai 9 , 

qui sont d’une grande utilité pour les tnansformations. En, 
voici d’ailleurs une conséqueneegénérale. 

Si l’on désigne par F une fonction-de-point, que: L’on 
peut concevoir exprimée, soit par les coordonnées rectilignes 
(x, z), soit par les coordonnées' curvilignes ( p , p ly p,), 
il résulte de la seconde (8) le théorème 



(9) 



S 4^ = /| , Q 

du du ‘ 



du dpi ‘ dpi 



§ IX. ’ 

CARACTÈRE DES 'j FONCTIONS DES Pl . 

On doit regarder les u, les A,, les comme étant des fonc- 

tions en quelque sorte à doublé face, de même nalure que 
F [9). Cela posé, par la première (8), l'identité connue 



, du 



du 

dpj 



dpi dpi 

établit directement le groupe suivant 



d-1^ 



i*o) 



h} du 
dp, 



h ] du , . 
dp, 
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tandis qu’en dilîérenliant pat' rapport à u (.r, ou j, ou r), 
l’une des équations (4), une double application du théo- 
rème (9) conduit à , 



(«■). 



A? 



1 d Ji 
du 

dpi 



A T 



O,.. 



Les relations (10) et (11) sont fondamentales dans lj 
théorie des fonctions Remarquons ici qu’en les su- 

bordonnant aux paramètres différentiels A ; , nous n’avons 
pas voulu dire qu'il fût moins nécessaire d’étudier les 
fonctions dont il s’agit; cette étude est au contraire fort 
importante , car ce sont les propriétés de ces fonctions 
qui signalent les principales conditions géométriques des 
systèmes orthogonaux. En outre, elles se présentent essen- 
tiellement dans plusieurs grandes applications, telles que la 
théorie de l’attraction et celle de l’équilibre des fluides; 
car si l’une des trois familles conjuguées est une famille de 

surfaces de niveau, les qui lui correspondent sont les 

composantes de la force agissant sur l’unité de masse. 

, ' - ' ’ '§ x. • ' ‘ . 

- > DÉRÏVÉÊS DE CES FONCTIONS. 

> • , , 

Les dérivées, par rapport aux p, des fonctions se 

déduisent aisément des formules précédentes. D’abord là 
relation^ to) étant développée, donne 



d'^i 

i. du 



d Pj 



d/ 

.1 du 



d/l, do. 



1 dhj d p j 
7tj dpi du' 



kl dp,. kj dpi /tf dpj du 
et par und élimination faite à l’aide de la relation ( 1 1 ), un 
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obtient 

(12) 



LEÇONS 



d^ 

du 



dpj h, d pj du hj d pj du 



1 dhi dpi h] dhj dp. 

~ •••» Ib > 



formule dans laquelle les indiçes t et y sont essentiellement 
différents. > 

Ensuite, si l'on désigne encore par w l’une quelconque 
des coordonnées ( x , y, z), et que l’on différence, par rap- 
port à celte variable w, l’équation (2), on aura, en suppri- 
mant le facteur commun 2, 



(. 3 ) 



d 

S dpi div dhi 

du du ‘ dw * ’ 9 > 



w restant le même dans les trois termes du premier membre. 

Or, le théorème (9) donne généralement ‘ 

; • . 1 - . * 

d F 1 Q dpi d F 

dpi hl ^ du du ’ 

et, si l'on prend F égal à -~i on aura, d’après ( 1 3 ) , 

■ 4 pi_ 

du’ 1 dh. 

dpi hi div 

ou bien, en remplaçant te par «, et développant le second 
membre , 

A d Ji 

. du 1 /dhi dp d!,i dp . dh, d p,\ 

dp, hi du dp, du dp, du )' ” ’ 

Et les formules (12) et (14) donneront toutes les premières 
dérivées des l—j considérées comme des fonctions des 
coordonnées (p, jo,, p,). ’ . • 
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. ' § XI. 

THÉORÈMES SUR CES DÉRIVÉES. 

* 

Enfin, il faut déduire du groupe (12), outre deux for- 
mules utiles dans les transformations, un théorème indis- 
pensable dans la théorie actuelle , car il recèle la propriété 
géométrique la plus caractéristique des systèmes orthogo- 
naux. ' . ’• 

Multipliant l'équation ( 1 2) par faisantla sommation 
0» on obtient , en ayant égard aux relations (2) et (4) , 

. d d Ji ' 

/ ,e, O <îfi du dh-, 

{i5 - ] bduiïj-=' ,i djr'-'. 60 ' 1 *’ 

, - / 

formule que l’on déduirait de l’équation (2), en la différen- 
tiant directement par rapport à pj. 

Multipliant l’équation ( 12) par faisant la somma- 
tion et ayant toujours égard aux relations (2) et (4). 



on a 



(< 6 ) 



S 






du dfy hj dp} 



K dh. 

— 6 , 



formule que l’on pourrait d’ailleurs établir d'une autre ma- 
nière. 

Enfin, mulliplianll équation ( 12) par -~i 1 indicc/i étant 
différent, et de/, et de/, faisant la sommation et rap- 
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pelant les relations (4) , on a 



(" 7 ) 



S rfpt • du 

rfr< rfpy 



6 , 



formule nouvelle et importante, où, nous le répétons, les 
trois indices (»', j, k) sont essentiellement différents, c’est- 
à-dire reproduisent complètement, dans un ordre quel- 
conque, le groupe (o, i, a). 
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DEUXIÈME LEÇON. 

o • 

<t » m 0 • . / 

PARAMÈTRES DIFFÉRENTIELS. 



Paramclrcs différentiel» du second ordre des coordonnées curvilignes,— 
Expressions générales des paramètres différentiels — Leur utilité. — 
Équation générale de la théorie de la chalet#. — Paramètres thenRo- 
métriques. ' ' . . 



§ XII. 



ti 



PARAMÈTRES DIFFÉRENTIELS A, o. 



L’objet principal de cette leçon est de résoudre com- 
. plétement la question posée au § IV, c’est-à-dire de re- 
connaître les éléments caractéristiques, et indépendants 
des systèmes de coordonnées, qui appartiennent aux fonc- 
tions-de-point. Une première étude a déjà rendu très- 
probable que ces éléments ne sont autres que les deux 
paramètres différentiels , définis à- l’aidé des coordonnées 
rectilignes. Il s’agit de constater que ces paramètres con- 
servent le même caractère et la même indépendance, quand 



■ les fonctiohs-de-point sont exprimées en. coordonnées cur- 



vilignes. 



11 est d’abord nécessaire de chercher quelles sont les 
expressions des paramètres différentiels du second ordre 
des coordonnées p,- elles-mèmçs. Un y parvient’ en ache- 
vant la substitution, interrompue au § VI, des cosi- 
nus (3) aux (m, , p t ) de la feuille A. Les dernières for- 
mules (to), (n), (ia)de cette feuille, donnent alors neuf 
équations nouvelles, parmi lesquelles se trouvent les deux 



1 









1 - 
t 

‘ V» 



? V • . J 



... 



■ 

■< 



4 * 



• / 
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suivantes : 

- * * ’ . * t ‘ V < * ’ • 

* . * f • 

.. i . // 77/ p, <7 p 2 f/p,f/p 2 \ • 

. » r/a: //,/?, \ dz dy dy dz J 

( i o ) < ■ , i‘ / * 

• / A /dp l dp^ rf/lidfpA . ^ • 

• ! <7> /i j \ dx dz dz dxj' 

v ' v . - f . * 

Egalant la dérivée en y-'de la première ( i8),_à la dérivée, 
en x de la seconde, pour exprimer l’intègrabilité; de la ' 
fonction c , on a d’abord 



/ da, dp, _ dp, dp, \ h, h , 
\ dz dy dy dz J ■ iiy 



-f- 



h l d}p, dp, dp, dp, d l p , dp, ^ fl y d'p, \ 

h, ii, \ dz dy dy dz dy 1 dy *- dz dy dz dy J 

' . d ^_ .. . ■ 

_ / d P> ‘ (l ?i dp>\ h, h, 

\ dx dz dz dx J dx ' 

^ h ■ /d 1 p, dp, dp, d}p, tP p, dp, dp, / * 

h, h, \ dx 7 dz dx dzdx dz dx dx dz dx\ ) 

ajoutant et retranchant Certains termes , faciles à deviner, 
faisant une quadruple application du théorème ( q), et em- 
ployant. le sviiibole A t pour le$ paramètres dilï’érenliels du 
second ordre, on met l’équation précédente snus la forme 



/' ' 

■h | do, dz 



dp, , a _h,h, 
(dp, J dz ' dp, 



JL d ± 

h, h, \ dz 



h î 



dz 

1 , 



h i h. 



+ ~y‘h 7 - 

^ dz ' dp, 



Enfin, divisant par le produit A/i,// t , introduisant le§ 
logarithmes népériens ; et .remplaçant z par u (car il est 
évident qu’un autre coitplc dç départ •( 1 8 ) conduirait au 
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même fésultat, exprimé en y, ou en x), on a 



*9 



.'(• 9 ) 






d-$! 

i du 


. dlog-j— - 

1 dp, 6 A, A, 


; '• . 


h]- dp. 


h \ du 


dp. 


. * • • 


i du 


h * 

... 


* ■ *• 


K dp, 


' h\du 


dp,, " ■ 


■ • . -v 



équation à six termes, d’où découlent plusieurs propriétés 
importantes. 

Si l’on multiplie l’équation ( 19) par^£> et qu’on fasse 

ensuite la sommation les relations (4) annulent quatre 
dés six termes, et il reste . 

. . 

1 O “P «« 1 O ^P du * % 

AJ <?«. </p, A* rfu f/p, ’ 

% ,* * * 

^ *•., . * 

or, parmi les neuf équations ( 1 1 ) , il en existe une qu’on 
peut mettre sotis Ja forme- «• 



(20) 



’ (1 d 

1 du .1 du 



, h] dp, h\ dp , 



et qui. multipliée par et sommée, donnera 



- a rfp ' 



j a d Ji 

1 G **P * O « p du 

A \ O du dp, h) du dp, °‘ 



• 



• . . V - , 

.V*\> ■ jJL. w 



C’est-à-dire que la somme des deux quantités, trouvées • 

égales,-, doit être nulle; eliarune d’elles l’est donc séparé- 



• £• » ' • 

' . . <\ \ 
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ment ; et I on a ^ 




(1 4 ?\ 

^ d f, du 



O 



du d a 7 



A d -p 

du 



(Ut d r. 






■ > ’ V 

Ce qui résultait d’ailleurs du théorème (17). Celte pre- 
mière opération ne donne donc qu’une nouvelle démons- 
tration du même théorème. • • ' • • .• 



> § xm. 

• . • . - • r ■ 

VALEURS DES \p, PAR LES A,. 

En ne considérant que les seconds termes des deux mem- 
bres de l’équarion (19), on peut supprimer l’un et doubler 
l’autre, d’après la relation (20). Doublons celui du premier " 
membre, en supprimant celui du second , ^multiplions pai 

et faisons la sommation » il restera 
du U 

A, A, 

V, dlog a; _ Pg A 

• . h\ dp j . dp 2 

d’après les fovinules (2), ( 4 ), et ( i 5 ) , ou plus simplement 







Pareillement, si Ton double le deuxième terme du Second 
membre de l’équation (19), en supprimant celui du pre- 
mier. que l’on multiplie par et que l’on lasse la sont- 
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matioii W ? on arrive à 



( 21 ') 



dlo 6rr 

A, p, • b /i, h 

K ~ ■ dp, 



Si le groupe de départ ( 18) avait présenté isolément les dé- 
rivées de p , , et non celles de p, la même suite d’opérations 
. aurait conduit finalement à 



( 2 «) 



d loe — T 
A, p' _ 8 h, h, 

h > ~ do ' 



’ Les formules (21) donnent les paramètres différentiels 
du second ordre des fonctions p ( -, à l aide de ceux du pre- 
mier ordre et de leurs dérivées. On peut les mettre sous la 
forme ' > 



(22) 



A , 0 — /l/l, h. 



| A,p-| =^/i/i, h. 



Aj p, — kk, h. 



h, h, 

do 

„±L 

h, h 

dp, 

i— 

hh. 



dp, 



" r ' . 8 XIV. 

" ' . , \ ' ■ * ■ 

LES A, ET A, D’UNE FONCTION -DE -POINT. 

Soit maintenant une fonction-de-point F, exprimée à 
l’aide des coordonnées curvilignes (p, p, , p,), et cherchons 
comment ses paramètres' différentiels s’expriment à l’aide 
dçs mêmes Coordonnées. Désignant toujours jwr « l’une 
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quelconque (les coordonnées rectilignes, on aura , 

v £E f?£f- • '• 

1 J 2* dp, du' 

élevant au carré, faisant la sommation jsj » et rappelant les 
formules (a) et (4), il viendra 

. ' . a * 

Différerrtiant une seconde fois ( a3 ) par rapport à it, ou 

aura * ■ 

^F_y/£F/rfp,\> ^ F (fpo 

/ i^F dp, rfp, d’F dp,do d * F dpdp,\ 

\dp,dp, du du dp,dp du du dp dp, du du I 

et la sommation ^ de celte dernièr e valeur donnera 

i f\ / . . cf* F rf F \ ’ • 

(a5) dïF+ dïS*) 

à l’aide des relations (a), (4)* et du symbole A,. Ou bien, 
développant le mettant hh\ h, en facteur commun, rem- 
plaçant les fractions ^ *°* par leurs valeurs déduites des 

équations (aa),et réunissant les dérivées partielles de trois 
produits, on a débnitivement 



h dît 



h, d F , h. d F \ 



' / d * t j •• * j «* * y 

, C\ *1? ,/ . ( Mi dp h, h do, . hh,dp, j 

2b) A,t ==/ih,h, \ — — — 5 -rt -i - — L ■ ■ 

\ - dp dp i , dp,. / 

Ainsi lorsqu uhe fonction-dc- point est 'rapportée à un 
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système de cuordonnées curvilignes, ses deux paramètres 
différentiels s’expriment, dans le même système, à l’aide 
dès paramètres différentiels du premier ordre, appartenait 
aux surfaces conjuguées. . • 

L’équation (26) devant être fréquemment employée, dans 
la suite du cours, il importe de la simplifier par l’intro- 
duction du produit • 



(27) ' a = hh,fi x , 

. • • 1 ; j ' 

ce qui permet de l’écrire de la manière suivante 



(â8 y 





d ~ — 

n dpi 
dpi 



La même introduction concentre les valeurs (22) dans la 
formule 

;• • • df, . ■ • 

(39) • A ] p i = er—.,... r 3 . 



Ç XV. 



*• > 



CARACTÈRE ET UTILITÉ DES 

J’insiste principalement sur l’équation (26) ou (28). 
Elle donne une définition du paramètre différentiel du se- 
cond ordre, beaucoup plus générale que celle du § III. 
Car si l’on rapportait successivement la fonction-de- 
point à tous les systèmes imaginables de su'rfaces ortho- 
gonales, la forme (^6) serait toujours la même, et repro- 
duirait une même valeur numérique pour chaque points 
Particulièrement, lorsque les familles conjuguées sont trois 
familles de plans parallèles, les h,, ou les paramètres dif- 
férentiels du premier ordre', sont tous égaux à l’unité, et 



V 



a4 LEÇONS 

l’équation (28), se réduisant alors à 



A, F 



S £ F 

du 1 



comprend la première définition, 

Cette constance de forme et de v ale ùr explique, en quel- 
que sorte, comment il se fait que presque toutes les équa- 
tions aux différences partielles , qui concentrent les lois des ‘ 
phénomènes physiques , peuvçnt s’exprimer à l’aide de cer- 
taines fonctions-de-point et de leurs paramètres différen- 
tiels du second ordre, sans qu’il soit nécessaire de spécifier, 
le système dé coordonnées que l’on adopte-, . . ’ 

En effet : dans la théorie du potentiel , P, l’équation gé- 
nérale-est • 

A, P = o. 

Dans la théorie analytique de la chaleur, la température, V, 
est régie par l’équation . . • 

V, * T 

A, V ~ o 

lors de l’état. permanent, et par celle-ci-- 

dV 

A, v = *_ ... 

lors du refroidissement. Dans la. théorie mathématique de 
l’élasticité des solides .homogènes non cristallisés, la dila- 
tation oubique, 9 , est régie par l’équation 

-■ ■’ A, o 

lors de l’état statique , et par celle-ci 
tp 9 



dr 



= a’ A, 8 



lors des vibrations ; de plus , les projections du déplace- 
ment moléculaire, plies composantes des forccs.élastiques, 
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Jor» de l’état d’équilibre, vérifient toutes f équation 

"A, . A, F sa o.* 

En résumé, lorsqu ‘une classe de phénomènes physiques 
dépend des variations d’une certaine fonction-de-pôint , 
c’est presque uniquement par son paramètre différentiel du 
second ordre que cette fonction intervient. Comme si ce 
paramètre était' une dérivée naturél/e , plus essentielle, plus 
simple, et fen même temps plus complète, que toutes les 
dérivées partielles , choisies plus ou moins arbitrairement, 

, qtie l’on a l’hàbitude de considérer. 

\ § xvi. • 

ÉQUATION DE LA CHALEUR PAR LES j»,.! 

Il ne sera pas inutile de montrer ici que l’on peut éta- 
blir directement l’équation générale de la théorie de 1^ cha- 
leur, ën coordonnées curvilignes quelconques. On obtient 
ainsi une démonstration nouvelle de la formule (26), d’où 
l’on peut déduire çnsuite les valeurs ( 22 ). 

La température des différents points d’un solide, homo- 
gène, non cristallisé, étant toujours désignée par V, on sait 
que le flux-,de chaleur qui traverse, dans le temps dt, un 
élément-plan ço , pris dans l’intérieur du corps , a pour ex- 
pression • .’ • 




q étant le coefficient de la conductibilité, du l'accroisse-- 
ment de la' normale à w. . • . 

» • t I * . , ' • * A * . 

Le corps étant rapporté au système des coordonnées p t . 
son élément de volume, VV , est un parallélipipède rectangle' 
dont les côtés sont les , • " * * 




1 



a 6 „ . .leçons ■ ‘ 

•Si l’on désigne généralement par w' , Jes fàces de cet. 
élément, situées sur les surfaces p, , p, dp,-, -on peut re- 
garder W, dont le volumeVexprime indifféremment par. 

( 3 1 ) di dr, d*, = ^ ?! . P’ — W| . <l.v,- — », _£î , 

’ .ni . • h, 

•comme recevant de la chaleur par les trois faces w, , et en 
perdant, -au contraire, par les trois faces respectivement 
opposées ic', . ' . 

Le flux qui entre par une face w, serg . d’ apt es l'expres- 
sion (3o), ' : • . • > - . ‘ » 

. i rfV\ 

\ q <1 t ( — », 



ds, 



.ou bien 






augmentant cette expression de sa différentielle prise par 
rapport à p, , on aura le flux qui sort par w, 1 , et retranchant 
ce dernier flux du premier, il restera 



d », A, 



q d t — - 



d p, 



£1 

dp,' 

— dp,; 



remplaçant t», dp, par — dp dp, dp , , . valeur déduite du 

groupe (3i j , et additionnant les trois excès semblables, ou 
aura . 

. •••: : 

•17 d t dp dp, dp, ^ , • •' 

pour le gain total de chaleur que fait W pendant le temps d t. 

’ \ •. rfV , 

r Le gain élèvera sa température (te -jy <1/ , et sera cotise - 

quemmenl'égal, à cftie élévqtipn , multipliée par l'r ralo- 



: Q.igitized by Google 



S •' 



SLR LES COORDONNEES CLR.VILIG»KS, ETC. ’ 17 

riquc spécifique C du corps , par la densité D, et par le 
volume ( 3 i) de W , c’est-à-dire à 

■ . ; CD àt d JLÉMh' d S.. . ’ 

a lit 

Enfin, l égalité de ces deux expressions différentes , de la 
meme quantité de chaleur, donnera, en supprimant les 
facteurs communs, multipliant par ta, divisant par et 

■ t ■ ’ _ CD , . . • 

représentant, par k la fraction — , 



' ( 3 a)-, 



a — - =r tJ 
V dt 



A h ± d -1 



pour l’équation générale cherchée. 

Particulièrement, si les coordonnées étaient rectilignes, 
ou si les surfaces orthogonales étaient trois familles de plans 
parallèles, les s/t, , et par suite a, devenant tous égaux à , 
■' l’unité, l’équation ( 32 ) prendrait la forme 



dt O du’ » 



Or, l’accroissement de la température, en chaquepoint, est 
évidemment indépendant du système' de coordonnées; les 
seconds membres des équations ( 3 a) et ( 33 ) doivent donc 
être identiquement égaux'. ■ 

Ce q\ii établit directement la valeur, (28) ou-(?d), du 
paramètre différentiel du second ordre de \ , représentant 
d’ailleurs une fonction-de-point quelconque. Et si la fonc- 
,tion V, des p, , se réduit particulièrement à l’une des coor- 
données curvilignes, cette valeur (28) donnera, inverse- 
ment, la formule (29), on lés valeurs ( 22). 
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§ xvii., : ; , i% 

. ' DÉNOMINATION PROPOSÉE TOUR LES \'. t 

En établissant aussi complètement, les propriétés carac- 
téristiques des paramètres différentiels du second ordre, la 
théorie mathématique de la chaleur se présente comme l’ori- 
gine naturelle de cet élément analytique, et peut réclamer’le 
droit de lui assigner un nom. Puisque, dans la dynamique, 
on appelle accélération , la limite du rapport de l’accrois- • 
ment de la vitesse à celui du temps , ne peut-on pas appeler 
abssi, accélération calorifique^ augmentation , ou plus sim- 
plement augment, la limite du rapport de l’accroissement 
•de la température à celui du temps? 

Alors, supposant k égal à l’unité, il résultera de l’équa- 
tion (33), que le paramètre différentiel du second ordre 
d’une fonction-de-point ne sera autre que son augment. 
C’est-à-dire que, si tous les points du solide, limité ou in- . . • 
défini, que particularise' cëtte fonctipn-de-point, avaient, 
fortuitement des températures égales aux diverses valeurs 
qu’elle leur assigne, le paramètre dortt il s’àgit assignerait 
l’échauflemetq de ces points au premier instant. 

§ XVIII. 

CARACTÈRE ET UTILITÉ DES A,. ' . • 

Parlons maintenant du paramètre dillérentiel du premier 
oidrc. Lq formule ( 24 ) en 'donne aussi une définition plus 
générale que celle du § III. Si ce paramètre n’exrste pas es- 
sentiellement , comme celui du second ordre, dans lès équa- 
tions générales de la physique mathématique, néanmoins, 
son rôle uaturel est tout aussi important.’ , 

• , . dV ' ’ ■ 

En effet., on sailque la dérivée — du potenlielP, donne . 

la composante, suivant la direction fixe de toute coordonnée / 
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jpe u, de là résultante des .attractions exercées sur 
l’unité de masse; il suit de là que cette résultante elle- 
même , F , sera donnée par la formule 



-VS(f)’ 



:à,P; 



c'est-à-dire qu’elle ne sera autre que le paramètre différen- 
tiel du premier ordre du - potentiel. 

• On sait aussi que, la dérivée de la pressiou p dans un 

fluide en repos, est égale au produit Ud, delà densité 9 du 
fluide, par la composante U, suivant l’axe des //, de la ré- T 
sultan te des forces extérieures rapportée à l’unité de masse ; * 
il suit de là que cette résultante elle-même., F, sera donnée • , 
par la formule . • 

v, p — Y S -, . , 

' , • ... -* \ 

c est-à-dire qu elle sera égale au paramètre différentiel du 
premier ordre de la pression, divisé par la densité. 

§ XIX. ; ".'V' 

DÉNOMINATION- PROPOSÉE POUR LES A,.' 

Or, toute fonction-dè-poinl, F , peut représenter , soit 
un potentiel , soit la pression d’un fluide. On pourrait donc 
dire ,‘ inversement, que son paramètre différentiel du pre- 
mier ordre. A, F, représenté sa force. En outre,’ les cosi- 
nus des angles de direction de cette force fictive, étant les • . 

’ 1 d_F 

,. A, F du ' ; 

ces expressions , si. souvent reproduites dans nos formules* 
auraient aussi leur représentation. . 

Je ne veux pas insister pour que l’on nomme force et, aug- 
meni d’une fonction-de-point, ses paramètres différentiels 
dn premier et du second ordre ; quoique de telles dénomina- 
tions pussent se justifier, tout aussi bien que celles de/to- 
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tentiel , de Courbure, sphérique , et autres. J’ai seulement 
voulu montrer, par les considérations qui précèdent, toute 
l'importance des paramètres don( il s’agit: et surtout faire 
comprendre, que ces paramètres sont les véritables dénuées 
naturelles des fo n et io n s-de-po i n t •, qu’ils les caractérisent et 
les distinguent’, comme les 'plans tangents, les lignes et les 
-rayons de courbure, caractérisent et distinguent les sur- 
faces; comme les tangentes, les plans et les cercles oseula- 
teurs, les courbures doubles et simples, caractérisent et 
distinguent les, lignes courbes. .i 

. • § x\ . ' /; 

• ' ‘ / FONCTIONS -DE- POINT DONT LES A,- SONT NULS. 

Il ‘‘convient d’étudier particulièrement les- fonctions-dé- 
point dont Taugment, ou le paramètre différentiel du se- 
cond ordre, est nul, puisqu elles se présentent si fréquem- 
ment dans les applications, La température stationnaire V, 
dans un milieu solide en équilibre de chaleur , est une de Ces . 
fonctions. En l’égalant à un paramètre , on a une famille de 
surfaces , que j ’ai appelées isothermes ; la température étant 
la même dans loutë l’étendue de chacune d’elles. 

Réciproquement , les surfaces d’une famille au paramètre 
X , supposées dans un milieu solide , seront isothermes, s’il 
peut arriver que la température stationnaire , V, qui doit 
. vérifier l’éqùation. A, V = o, soit simplement unéfonction 
de X ; de telle sorte que sur chaque surface, où X est constant, 

. V le soit 'pareillement. Ce qui impqse des conditions né- 
cessaires, tant à la fouction-de-point X, qu’à la fonction T 

' de X. ■ ■ ' 

En effet : si V est une fonction f de X, dont f, F sont les' 
dérivée^, on aura successivement v ‘ 



<t\ 

du 

<. 






~du ) ' 
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La sommation de la dernière équation donne , en intro- 
. duisant lès symboles A,, .. 

. : A;v = fù,-X-4r r (AjXj’i 

X i * • ~ s *1 \ # «» • 

k A . • 

et, puisque le premier membre doit être nul , lors de l'é- 
quilibre de température Supposé, il faut que l’on puisse 
avoir .. , ■ ' • . 

• ’ , r- 

(34) ; 



r. 

T vïT’ 4 ' r = ° 

* * \ ^ * 



ou" que là première fraction ne varie qu’avec X scuj, connue 
la seconde. •• <■ . 



t«V 



, r ' 



" k xxi. 

. ' • ... 

PARAMÈTRES TUERMOM ETRIQUES. 

Ainsi, pour que les surfaces X soient isothermes, il faut, 
essentiellement. que le rapport du paramètre dillêrentiel 
du second ordre, au carré de celui du premier, reste con- 
stant sur chaque surface, ou qu’on puisse l'exprimer par 
une fonction de X seul. Quand il en est ainsi , on peut mettre 

ce rapport sous la forme - , y étant une fonction de X è tty , 

sa dérivée. Substituant cette valeur dans l’équation (34) . 
elle devient . - 



« r 



r •• 

— O 



>v ;> v 



% \ 



et donne , par deux intégrations successives, i •' 

. . • ' 1 ' . . 

• • ■- , • / 

. ■ „•* • , - r (fk ■ „ • • ; ■ ■•••. 

• *: • ve . ... u »• ; , v . * ■ / 

<■ etc/étant des constantes arbitraires. Ce qui donne la forme 
nécessaire de la fonction V de X, telle i|ue son pai ainèfre ‘ * >■ 

différentiel du second ordre soit nul. • •’.) ’ ■ • 

? ’ ' • * * , • • r .* J • . *'• •* 



.v, . ... y 
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De là résulte qu e» -posant 



(35) 



r d\ 

~ C J tIM 



r sera une fonction de X , telle que A s r = o , «t qui , ne va- 
riant qu’avec X seul , peut aussi servir de paramètre pouç 
représenter la famille des surfaces , reconnues isothermes à 
l’aide de l’opération qui a donné la fonction <p. Afin- de dis- 
tinguer ce nouveau paramètre t de l’ancien À , on peut 
l’appeler Qiermomètrique , puisque sa propriété caractéris- 
tique est de vérifier l’équation qui régit les températures 
stationnaires. 

• Dans la suite du cours, quand j’introduirai le paramètre 
thermométrique d’une famille de surfaces reconnues iso- 
thermes, je supposerai que la constante c , dans la valeur 
(35), ait été choisie de teljc sorte, que r soit un nombre, 
un simple rapport,- sans aucune dimension géométrique; 
.ttfin qu’il puisse occasionnellement exprimer une tempéra- 
ture. Ah>rs, -son paramètre différentiel du premier ordre 
sera nécessairement égal au quotient, d’un autre nombre 
ou rapport, divisé par une ligne ; ainsi que cela résulte clai- 
rement de la relation h ±= 



do 

lis 



Faisant essai des dénominations d’augmentet de force, 
on pourrait dire comme conclusion Lorsqu'une fonction- 
de-point X’ est telle, que le rapport de son augmënt, au 
carré de sa force , ne varie quauec elle-même , il existe 
une fonction t de.X dont / augmënt est nul. 

. “ ' s\ , ’ ; - 

§ XXII, *- 

SIMPLIFICATION RÉSULTANT DES A,p,= o. v ' 

Lorsqu’un système orthogonal comprend une famille.de. 
surfaces isothermes, on peut prendre pour la coordonnée p 
qui lui correspond , son paramètre thermoraélrique ; alors 



t 1 4 

• « A V 



. •• * l 
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A, p = o. et d’après la première ( 22 ) , 

' ' d l 

a, a, . 



$3 



d 0 



c’est-à-dire que le rapport ne varie pas avec p. 11 en 

résulte Une simplification dans la formule («6), car le 
premier terme du second membre, qui est 

a JL"..-. . • 

• ■ h h> A, - h ' h ' d ? , 

d ? • 

. , . * • * " * I 

devient, toute réduction faite, 



A 1 



rf 1 F 
rfp 5 " 



Et, si le système orthogonal est formé par trois familles de 
surfaces isothermes, adoptant leurs paramètres thermo- 
métriques pour coordonnées, on a définitivement 



(36) 






formule analogue à celle (24) , et tout aussi simple. ! 

Les trois systèmes, classiques de coordonnées rentrent, 
dans ce dernier cas : chacun d’eux est formé par trois " fa- 
milles de surfaces isothermes; et quoique l’on ne prenne 
■ pas, pour toutes ces familles, leurs paramètres thermo- 
métriques, la triple simplification de la, formule (36), 
toute masquée qu’elle soit, conserve son influence. C’est à 
elle que l’on doit, sans aucun doute , d’avoir pu traiter, 
depuis longtemps, .dans les diverses Branches de la phy- 
- sique mathématique, un petit nombre de corps - , limilés-par 
des’ plans, des sphères, ou des cylindres droits. Là, quand 
on est obligé ‘de se servir d’un système de coordonnées, 

1 • • o. 
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pour lequel Celte triple simpliücation n’est, pas possible, ou 
est immédiatement arrêté par dés difficultés d'intégration , 
qui paraissent insurmontables. 

Lorsque l'iltie des trois familles de surfaces , d’uy sys- 
tème orthogonal, se compose de plans parallèles, au para- 
mètre p t — z, on a ‘ t 



/h—l\ A f ’p t —0. 

• . i . • ‘ ' 

Les deux autres familles de surfaces sont cylindriques; ou 
bien, les fonction s-dc-poi lit p et p , donnent un système "dp 
courbes orthogonales sur le plan des bases de ces cylindres ; 
leurs paramètres différentiels du premier ordre A, h t sont 
indépendants de z, et ceux du second ordre sont donnés 
par les relations,'. 





V h\ 




d’après, les formules ( 21 ). Or, ces relations conduisent, par 
différentiation, à l’équation 




d à? dèUb : 

h[ \ • 

.rf», + 



d’où résulte la conséquence suivante! 

Si le premier terme de cette équation (38) est nul, il in 

sera de même du secpnd. Ou bien, si le rapport ne dé- 

• A' fi ' 

pend que de p, le rapport ne dépendra que de p,. Ou 
enfin, d’après le § XX, si la famille de cylindres, Ou dt- 
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courbes, au paramètre p\ est isotherme, celle au paramètre 
p, le sera nécessairement: l'une ne peut pas l'être sans, 
l’autre. Quand cette circonstance se présente, le système 
orthogonal, complété par la famille de plans parallèles, 
est triplement isotherme, et l’on peut l’appeler simplement 
système cylindrique isotherme , les deux épithètes concen- 
trant toute la définition. 

Comme on le verra, le nombre des systèmes cylindriques 
isothermes est infini, et la triple simplification de la for-, 
mule (36) leur est à tous applicable. "Aussi, p'eut-on ré- 
soudre, dans la théorie analytique de la chaleur, une de ses 
principales questions, sur tous les prismes curvilignes rec- 
tangles, dont les faces latérales stmt des cylindres iso- 
thermes. Et si l’on adopte essentiellement, pour variables, 
leurs paramètres thermométriques, la formule qui exprime 
numériquement la loi intégrale cherchée, est absolument 
la même pour tous ces prismes, quels que soient les systèmes 
cylindriques isothermes que l’on considère. Cette 'formule 
ppssède," en quelque sorte, la même généralité qae l'équa- 
tion qui exprime la loi diflérentielle. Concordance biçn 
rare, sinon u'nique, dans les diverses branches de la phy- 
sique mathématique. 

Hors'de là, dans les systèmes orthogonaux non cylin- 
driques, lorsque deux des trois familles de surfaces conju- 
guées sont isothermes, la troisième ne l’est pas nécessaire- 
ment. Alors, la triple simplicalion de la fcrrmuje (36), 
devenant beaucoup moins fréquente, il faut recourir à 
d’autres procédés pour obtenir des formules intégrales, pos- 
sédant une généralité analogue à celle qui vient d’être 
définie, • * 

Quqi qu'il en soit, les considérations précédentes signa- 
ient clairement, et l’importance analytiquq. des familles de 
surfaces isothermes ou des foncLions-de-point dont l’aug- 
. 3: • 
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36 

■ ment est nul, et la nécessité d’adopter pour variables leurs 
paramètres lherinométriques. Tel est le but que nous nous 
sortîmes proposé dans les trois derniers paragraphes. 








« • 
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TROISIÈME LEÇON. 

i> 



COURBURES DES SURFACES ORTHOGONALES. 

» • 

Lignes de courbure des surfaces orthogonales. — Théorème de M. Ch. Dupin. 
— Expressions des courbures des surfaces conjuguées. — Courbures pa- 
ramétriques. — Coordonnées thermométriques du système sphérique. 



§ xxiii. • 

• ' r 

LIGNES DE COURBURE DES SURFACES p,. . 

Proposons-nous de déterminer les lignes et les rayons de 
courbure des surfaces orthogonales conjuguées. Considérons 
particulièrement une surface p ; ( x , y, z ) étant les coor- 
données d’un de ses points M, (a/, j ', z') celles du point M', 
situé sur la normale en M , et centre d’une des courbures 
dont le rayon est R , on aura . . . • • 

. .. V (i?\ . (ip\ (ü\ 

\dx) __ \djr) _ \dz ) h 

• ' ' x'—x y— y, z'—z R’ 

car les trois premières fractions sont égales entre elles, d’a- 
près les équations de la normale; et l’on obtient encore le 
même rapport, en additionnant les carrés des - numérateurs 
de ces trois fractions, puis ceux de leurs dénominateurs, et 
divisant, l’une par l’autre, les racines carrées de ces deux 

sommes; ce qui donne la fraction g. 

Soit M, un point infiniment voisin de M , et situé sur la 
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ligne de courbure correspondante au- rayon R; et soient 
(x -f- d, x, y -h à,y, z -y d t z) ses coordonnées. Les termes 
(x 1 ,y, z' , R) du groupe (i) ne devront pas changer, lors- 
qu’on y substituera les coordonnées de M, à celles de M. 
C’est-à-dire que l’on doit pouvoir regarder (x',y, z 1 , R) 
comme des constantes, quand on difiérentiera , en d, , les 
rapports étjaux (r), ou mieux, les logarithmes de ces 
rapports, ce qui donnera ' r *'/ 




ou bien, égalant séparément chacun des trois premiers 
membres* au quatrième , et ayant ég#rd aux égalités { i ), on' 
aura le groupe suivant : 



1 ' dx h dx R ’ ’ 



(3) . 



! - h dp h » 

< s ' d r -Td?-^; y \. • 

A 

di h dz R 1 



Par un procédé fréquemment employé , on fera dispa-_ 
8 h h 

raitre les coefficients et — > en ajoutant les équations (3), 

H K J 
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respectivement muliipliéespar les fyclotrrs binônïes 




«j uc l’on peut, égaler à line inème <juantité / , •multipliée par 
les différentielles nouvelles ( 5, x, ,â' 3 y, d,z), signalant, 
dans le voisinage de M j un autre point M,, qui. sert en 
.quelque sorte d'intermédiaire, et dont les coordonnées sont 
(.r -f- d ± x, y -+"d t y-, z ■+- d 5 z): 

Or les valeurs ^ 4 ) -, Jeux fois additionnées, après les 
avoir respectivement multipliées, la première , fois par 

(^’ th)' seconde fois par (d,;r, z), donnent 

J a „ dp . dû „ 

~ 8,X -h -y- -+- -y- S,Z = O, 

• ■ eue ely . (72 



(î, X S,j: 3,y S 3 y~\- S ,2 3 } Z — o. 



La première de ces relations montre. que le point. M, est 
situé sur le plan tangent à -la surface p en M, la seconde 
que les deux directions MM,, MM„ 'sont perpendiculaires 
entre elles. Donc, si le point M, ‘est situé sur une des deux 
lignes de courbure, le point M, se trouvera sur l’autre. 

.Si l’ou additionne maintenant les équations (3), respec- 
tivement multipliées parles facteurs (4) simplifiés, on aura 



( 5 ) . / + ' 

relation qui exprime la condition, nécessaire et •suffisante, 
pour que la direetion correspondante à une variation tan- 
gcnlielle â, soit celle d’une ligne de courbure ; la variation 
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■ v , ■ a 1 . . » • A. 

pareillement tangenticllc, s’opérant dans une direction 

perpendiculaire à la première. 

.- \ , ,* • * 

■ ; '• . § XXIV. - . <• - * •' 

THÉORÈME DE M. DUPIN. * 

Faisons subir cette épreuve à la direction dp, , de la nor- 
male à la surface p t qui passe en M, laquelle direotion est 
nécessairement tangentielle, puisque les surfaces conjuguées 
sont orthogonales . Si la variation à, correspond à la direc- 
tion dp,, la variation J, correspondra à la direction dp*, 
oü à celle de la normale à la surface p t qui passe en M. On 
prendra donc 



16) 



dp 



du 



if 

= ■■ _ ■ ■ ci 






p» 



(lu i dp, ‘ 

3, u = — d p,= -— dp „ 



d’après la première ( 8 ), § VIII; et le premier membre, de 
l’équation (5) à vérifier, deviendra 



dp, dp 

. h 



dp, O dp, 
V (3 du 



dp, du 



dp, 



Or, cette quantité est identiquement nulle, d’après le théo- 
rème ( 17 ), § XI. La condition ( 5 ) est donc satisfaite. 

Ainsi la direction de dp,, et par suite celle de dp„ sont 
celles des deux lignes de courbure de la surface p en M". D’où 
résulte, enfin, le théorème important, dû à M. Dupin, que^ 
dans tout système orthogonal les surfaces de deux des 
fâmilles conjuguées, tracent, sur une surjace de la troi 
, sième famille, toutes ses lignes de courbure. 
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$ XXV. 



EXPRESSION D’UN RAYON I)E COURBURE. 

Procédons maintenant à la détermination du rayon de 
courbure R de la surface p, qui côrrespond à la ligne de 
courbure dp,. La nature actuelle de la variation d, donnera, 
outre la première (6), les valeurs suivantes : 

. . àh . •; ■ .. • • 

S,hx± — dp,, ■ . ' - 

«Pi . 

* • , r 

• » ' . , du i . 

0| « =-T~ «pi = rï J “P' » 

' dp, h) du,* 

m *, - ' . J * 

et la substitution dè ces diverses valeurs , concentrera le 
groüpe ( 3 ) dans la formule , 



( 7 ) 



"1 

dp, ' 



i dh dp 1 h dp, 

h d p, du R ’ h) du 



Or, il résulte du théorème (12), § X, que 



( 8 ) 



d-f 

du l dh d a 



rp. 



h dh, ' h dp, 
h dp, du h, dp ’ //* du 



l'identité nécessaire des deux valeurs (7) et (8) exige donc, 

que ' 1 ’ • , 

( 9 ) 



1 h dh , 

R h, dp 



et telle est la valeur de la courbure cherchée. 

Si l’on désigne par A le rayon de courbure de la surface 
p, qui correspond à la seconde direction d p,, 011 aura, de 
la même manière, 

1 J_ h_dh, /- 

A h, dp .• - • 



(lO). 
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. \ : r 

I. équation (21 ) du § XIII, laquelle peut se mettre* sous la . 
forme ■ . , 

h dh, ‘ h. dh, dh A, o . 
h , dp A, de d ci h 1 

devient, par la substitution des valeurs (y) et ( io), ' , 

Î ** » • 1 I Ûj û . * » * . 

l " 1 • • . ■ • . 

expression remarquable de la somme des défis courb.urès 
de la surface p, ou de sa courbure sphérique, d’après Gauss.' 

' ■ 4 4 < ’ ‘ > 

*, § xxvi. *• . . : 

. : , Changement de paramètre. . ; 

4 * . 4 • fi. 

Observons ioi que le paramètre p d'une famille de sur- 
faces n’a rien d’essentiel, car il pourrait être remplacé par 
une quelconque de ses fonctions 

(>3) • « = f(pj, 

puisque, si p reste constant sur chaque surface individuelle, 
il en sera de même de s. Soit désigné par v le paramètre 
différentiel du premier ordré de e, h étant toujours celui de 
p. L’élément ds de la normale à la surface p ou e, c’est-à- - 
dire l’épaisseur, au point que l’on considère, de la couche 
comprise entre deux surfaces infiniment voisines, admettra 
la double expression ’ ■ \ 






(t3) 



ds\=ii— — 

■ h r. 



/ 

d’après la formule (ÿ), § VII. De même, la courbure sphé- 
rique ( n ) de la surface p ou e, pourra s’exprimer des deux 
manières suivantes : 

dh A, p 
i — ' 

i i 

— - 4 - — 1 : 

R ^ 



■ 4 ) 



’ d ? 
de, 



h 
A, s 



di 
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car cette courbure sphérique, aussi bien que l’épaisseur ds , 
sont des éléments géométriques, complètement indépen- 
dants du choix que l’on peut faire, parmi tous les paramètres 
également admissibles. Ainsi, quelle que soit la fonc- 
tion f ( ia), on doit avoir identiquement 



(,» 5 ) 



ds d p 



j dn A, s d/i û,o, 

de n do h 



La vérification analytique de ces identités est d'ailleurs 
.facile. Si l’on désigne par f', f", les premières dérivées de f, 
l’ équation ( ta) donne _ . 



■6) 



ds — f dp j 



quelle que soit la variable indépendante; et, si cette va- 
riable est une coordonnée rectiligne »,'on aura, par deux 
différentiations successives, ’’ . 



- : ■ ' • ••' ( 



’ 7 ). 



• v du' 



• ^ = P^. + r/le.V.; 

i \ du 1 du' \du J 



L’élévalion au carré de la première (17), et la sommation 
JSj j. conduisent à 

fi8) • „ = f'A; 

or, l’élimination de f' entre (16) et ( 18), donne la première 
identité (i 5 ). 

La dérivée de n (18) par rapport à p , est 

■ ' . — = r— h- f"A, *. ' 

dp dp > 

et si l’on divise cette équation par f ', en remplaçant audé- 
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. 1 ' , ‘ t ' 

nopnnateur du premier membre i' dp par de, il vient 



( * 9 ) 



dr, dh ( v , 
de ~~ d o + V k - 



D un autre côté, la sommation delà seconde (i 7), donne 

et divisant celte équation par celle ( j8), membre à'membre, 
ona ’ . • 

( 20 ) 



A, p '{" . 

n , h f' ‘ , 

-f" 



Or, 1 élimination du rapport ^ entre {19) et. (20), donne- 
/ * ‘ ’ 
la seconde des identités ( i 5 ). c . ' • 

§ XX Vil. ‘ ‘ 

. * t • 

>■ HOMOGÉNÉITÉ DES h ( . ; . • 

Les doubles expressions (i 3 ) et (i4) sont donc justifiées, 
lîeinarqüons, en outre, que, si les deux familles de surfaces 
■P 1 p* conservent leurs paramètres, tandis que l’ôn change 
Ou s celui p dé la troisième famille, les dérivées de n et de 
. h, ep p,, ou en p,, seront liées par les deux équations 

dri J., d/l (il) • dh 

• dp, dp, dp , dp, ; 

puisque, lors de ces dérivations, p restera invariable dans 1» 
relation (18); et l’élimination de f', faite à l’aide de cette 
. blême relation, donnera 

1 drt l dh ' t dn l dh ‘ . ' 

ri dp, h dp, t dp, Ârfp,’ 

ou, plus généralement, à exprimant une variation tangén- 
lielle à la surface p ou £, - 

*n_ik. . 

‘ . . • ■ A T. A *, , . ' . ,:\V' 
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Identités, qui, jointes à la première ( 1 5 )., permettent de 
vérifier l’homogénéité de 110s équations aux différences par- 
tielles; çt qui, de plus, expliquent la forme spéciale de ces 
mêmes équations. 

C’est ainsi, par exemple, que l’expression (9) de la coin- 

I " • " ' a 

bure—» conservera la même valeur, soit que l’on change 0 
eue, puisque 

« ’ ' » h. ‘ .. • . ’ ' ' 

* • dt do * 

soit que l’on change p, en e,, puisque 

fat. Sft i 1 

• ■ a» Ai 

quand la variation d est' langenticllc à la surface p, ou 
C’est ici le lieu d’indiquer une propriété importante, 
dont jouit tout système cylindrique isotherme. Lorsqu’on le 
rpppqrte à ses paramètres thermométriques, , o'n a 

f * . • ' 1 \ 

i C O, A , Pi — O, . 

» t r ' * 

et les relations (-37) du § XXII expriment alors qüe le 
rapport h\h v est constant. Soit «*- 1 a valeur de ce rapport; 
si Ion change j> et p, en 



J 



s =c — p , ( , = a 0 , , 

• a 



ces nouveaux paramètres, étant respectivement proportion- 
nels aux anciens, seront encore thermométriques, car or' 
'aura 

• r ' 

, . A,tv=o, a,i, = o. 

De plus, la formule ( 18) donnera 

■ \ " . , 

» =*.— / 1 , a , = a/it, 

a , « • 
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et le rapport de ces deux valeurs sera l’unité, puisque 
À Donc, oti peut toujours modifier, par des facteurs 

constants, les paramètres thermométriques d’un système, 
cylindrique isotherme, de telle sorte que les deux familles 
de cylindres aient le même paramètre différentiel du pre- 
mier ordre. ... . 

' § XXVIII. • . 

SIGJS'E D’UNE COURBURE.'. , 

La simplicité des expressions (9) et ( 10), des courbures 
des surfaces orthogonales, invite à chercher leur démonstra- 
tion directe, et en quelque sorte géométrique. On y parvient 
aisément; mais on rencontré une ambiguïté de signe, sur 
laquelle la géométrie pure resterait muette, et que l’analyse 
peut seule écarter.- 1 -, - 

_ > Lorsque, dans une famille de surfaces, on mène une nor- 
male en. un point de l’une d’elles, cette normale peut être 
considérée comme ayant, sa partie positive du côté 'où le. 
.paramètre de la fanjille augmente, sa partie négative du 

côté où ce paramètre diminue. Cela pos.é, la courbure -j- 

K ' ' ; ( * • **■ \ 

sera positive, ou négative, suivant que son centre sera situé 
sur la partie positive, ou sur la partie négative, de la nor- 
male. Tel est le principe qu’il s’agit d’élâblir. 

.En admettant d’abord ce principe, on retrouve l'expres- 
sion (9) de la manière Suivante. Soient, au point M,. les 
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,arc$ MS,‘ MS,, MS,, normaux aux-surfaces orthogonales, 
-et dirigés suivant les directions où leurs paramètres vont 

èu augmentant pC. le centre de la courbure—» situé sùr la 

partie positive de la normale à la surface, laquelle normale 

est tangente à l’arc scn M; M, un point infiniment voisin 

* ‘ ’ * - ^ 

de M, et situé sur s K \ L’arc MM, appartiendra au cercle 
dont le centre, est eif C> et dont le rayon est R ; sa gran- 
deur aura pour expression ' 



(.ai) 






Au point N Situé à la distance ds de M, sur l'arc s, Ou 

sur la normale. MC, menons l’arc dé cercle PNN,, décrit^de 

C comme céiïtre avec ON pour rayon, et menons Mf* paral- 
lèle à M, C. Les triangles PMN, MCM,,. sont semblables; 
d’où résulte la proportion 

* • * * n 

' ■ ■ ' ' <* _ PN . •• • 

, R ds, • 

, Si à indique la variation d’une quantité, lorsqu’on passe de 
M à N-, PN sera égal à — â . ds , , car 'ds, ayant diminué dans 
ce passage, sa variation est négative, etLondoit eonséqttem- 
ment changer son signe, poür en faire, l’élément, essentiel- 
lement positif, d'une proportion. Ou aura donc 



ds 

“fT 



3 .ds, 

ds, 



Or, si l’on prend la variation-^ de l’équation (a.i), ou mieux, - 
des logarithmes de ses deux membres, dp, restant inva- 
riable, on aura - 



■ S.ds, 3 h, 



-, . ■ ds, 



i M, 

h, ~lt,d< / ' ’ 
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d’où résulte définitivement • . 

il d/t, dp h dh , . ' 

, . R A, dp ds A, dp • 

ou l’expression (g). 7 

Supposons, maintenant, lé’ cas où le centre C est situé 
sur la partie négativç de la normale. Si I on conservait le 
rayon R positif, la même construction, les mêmes lettres^ 



' s \ 






s” ■ . '■ / 

■ • ,• . 1 






çt la même similitude de triangles, conduiraient encore à la 
proportion , _ 

• • . ds __ PU ; V 

11 ^.ds,' 

• . * - I * * » - 

> \ * • 

mais ici la variation â ..ds t étant positive, on prendrait con- 

séqueimnont PJN =; à.ds ,, et on arriverait, en poursuivant 
le même procédé, à 

: / - ' • * 

.1 A d/t, • , .... 



R 



A, d 



i <tp 



au Heu de l’expression (9). Il faut donc que, dans ce dernier 
cas, le rayon R soit regardé compte étant négatif. Ce qui 
justifie, et mêmê nécessite, le principe posé. 



* ’DIgitized hy Google 



StlR. LES COORDONNÉES CURVILIGNES, ETC. 49 

§ XXIX. 

/' NOTATIONS POUR LES COURBURES. *■ 

/• * 

Continuons de désigner pars, s t , s 8 , les arcs normaux aux 

trois surfaces orthogonales qui passent au point M, cottnnp 
dans les figures précédentes." L’arc s est là courbe d’inter- 
section des deux surfaces p, et p, ; l’arc s,, celle des surfaces 
p, et p ; l’arc s 8 celle des surfaces p et p,. De là résulte que 
la coordonnée p varie seule sur s, p, sur s,, p, sur s,. Les 
lignes de courbure de la surface p sont s, et s,; celles de la 
surface p, sont s t et s ; enfin celles de la surface p t sont s et 
s,. Les lettres 11 et il désignant déjà les deux rayons de 
courbure de la' surface p, R, et.il, peuvent désigner ceux de 
la surface p,, R s et il, ceux de la surface p,. 

Mais, cette notafion est en quelque sorte incomplète, car 
si elle indique, par l’indice, à,quelle surface' appartient le 
rayon R, ou elle n’indique pâs celle des deux lignes de 
courbure de la surface, à laquelle correspond ce rayon. 
Celte dernière indication étant souvent nécessaire, nous dé- 
signerons aussi les six rayons de courbure par la seule lettre 
r, avec l’indice < et l’accent j: l’indice i étant celui de la 
surface; l’accent; représentant l’indice de l’arc, c’est-à-direj 
n’existant pas si c’est s qui sert de ligne de courbure, étant 
(') si c’est J,, étant ( w ) si c’est s t . La correspondance des 
deux notations qst donnée par le tableau suivant : 



(22) 



I 



R-rV 

R.== r ", 

Rs~ r i t 



•Ri— r„ 

A*= r ',- 



p On remarquera que l’indice i et l’accent ; ne sont jamais 
égaux; c’est-à-dire que r, r', r* 4 ne se trouvent pas parmi 
les six rayons de courbure. - • ■ 

J’appellerai conjuguées en surface, deux courbures ayant 
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DO 



le meme indice, lé II es que ’ 

0 » 

J’apj>e]lerai conjuguées en arc, deux courbures ayant le 
même accent, telles que 

" ibiY ('£’.?)’ (rzY 

Enfin, on peut appeler réciproques, deux courbures telles 
que l'indice de l’une est égal à l'accent de l'autre, et réci- 
proquement, comme . • 

• ,(^> (*•»• .( h ): • 

■ * • $ * * S* 

On vérra que ce lu*e de notations, et de dénominations, 
éclaircit singulièrement l’énoncé des lois géométriques qui 
régissent les surfaces orthogonales; qu’il permet de simpli- 
fier les formules ou d'en diminuer le nombre ; et qu’enfin,. 
il peut servir de guide, tout aussi bien que l'homogénéité, 
pour éviter ou signaler des erreurs. 

' / . . . , * , . f ’ t . # • 

'* •; . ;§ xxx. 

EXPRESSIONS DES SIX COURBURES. 

* ’ ’ • • * • 

On reconnaît facilement, d'après les expressions (9) et 
( 10), et la méthode suivie pour établir la première, queles 
six courbures des surfaces orthogonales ont pour expression , 
générale , 

, , . 1 hi dh; • ! • 

{a3) y- hjd f ; 

Leurs valeurs particulières sont d’ailleurs toutes comprises 
. daus" lé tableau suivant, auquel nous avirons souvent re- 
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Jl 



cours : 



(* 4 ) 




■ 

7 

j 

r, 

I 

7 



A dh , 
A, dp' 
A, J/i 
A rfp,’ 
A, J/i, 
A i Joi 



§ XXXI. 

’ COURBURES PARAMETRIQUES. 

Les six courbures de ce tableau (24) sont les seules que 
puissent admettre les surfaces conjuguées. Mais la formule 
(23) en comprend réellement trois autres : en effet, lors- 
qu’on y fait l’accent j égal à l'indice », elle donne 



(tf) 



r 

r V" 

l 

~jr ~ 

r. 



dh 
Tf 
dh , 

do' 

dh , 

dp , 



Les valeurs de r, r”, qui résultent de ces expressions, 
sont des longueurs, ou des rayons assignables; car, puisque 

_L = — , J/i, étant de même espèce que A,, rj'sera de même 

Jt, Jp, 

espèce que Js ; , c’est-à-diré une ligne. 

Ainsi — représente réellement' une certaine courbure, 
' • d P 

autre que les deux courbures définies de la surface p, et on 
pourra toujours la calculer, aussi bien que ces deux cour- 
bures classiques. Analytiquement, ce qui distingue la cour- 
bure — des deux courbures ~ et ^ , c’est quelle dépend du 
dp R 



4 - 
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paramètre choisi : car, si l’on change p en e f(p), oh n’;i 

•pas'^ égal à ~ (§ XXVI) ; tandis que et restent in- 
variables lors de ce changement (§ XXV II). Profitant de ~ • 
celte distinction caractéristique, nous désignerons., 



sous le nom de courbure paramétrique. ' , 

La formule ( u) établit' alors le théorème suivant : En 
> tout point d'une des surfaces représentées par. une fonctioh- 
de-point , le rapport des deux paramètres différentiels de . 
cette fonction est égal à l'excès de la courbure paramé^- . 
trique sur la courbure. sphérique. 

D oit résulte ce premier corollaire ; Lorsque le paramètre 
différentiel, du second ordre est nul, la courbure paramé- 
trique est égale à la courbure sphérique. Et ce second : 
Lorsque la courbure paramétrique est nulle, on obtient le 
• paramétre différentiel du second ordre, en prenant , avec 
un signe contraire , le produit du paramètre différentiel 
du premier ordre, par la courbure sphérique. 



r ■ § XXXIL 

* * 

COURBURES DU SYSTÈME SPHÉRIQUE. 

Afin d’ éclaircir et de vérifier plusieurs des théorèmes 
établis dauS cette leçon, considérons particulièrement lé sys- 
tème des coordonnées sphériqties. Les trois familles de sur- 
faces conjuguées, sont : 1* les plans méridiens passant par 
l’axe polaire,' et dont le paramètre est la longitude ou l’azi- 
.mut i J/'; 2° les cônes droits entourant l’axe, et dont le para- 
mètre est la latitude <p; 3 ° les sphères concentriques dont le 
paramètre est le rayon r. Posant donc 

P — fi — ?/ p 3 =r; 

les ds, dont les valeurs 'sont connues, dounent les éga- 
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lités suivantes ; 

dl'-> 

rts — ~ = r cos f d \> , 

' ' , ris, = — n/f , 

, dr . ~ 

as ,= — — dr\, 

-, V . % 

d’où l oti déduit directement, pour tes Tondions /i, , 
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! 2 7 ) 



/, = 



T ' h | “ — » h 2 .~ i ; 

r COS f r 



k . Ces valeurs, et leurs dérivées, transforment ainsi le grou- 
pe (24) 



-.1 , 1 

— = o , . — — o, 

r r 



(28) 



< — =.‘>, 

. \~r. . 



1 tang ® 

r, r 



I 



r, r r , 



* ». • * - • 

. Comme cela était d’ailleurs évident, des' six courbures' 

trois sont nujles, savoir: les deux courbures du plau' mé- • 
ridien, et la courbure du cône de latitude qui correspond 
;t sa ligne de coubbure rectiligne. Des trois courbures qui 
restent, celles de la sphère sont égales entre elles, et à 
celle d’un grand cercle. (ce que l’on savait) ; mais elles sont 
négatives (ce que l’on ne savait pas bien ), parce que leur 
éentre commun est placé sur la partie négative de fa nor-' 
male à la sphère, c’est-à-dire du côté où le paramètre r 
diminue. Enfin, la courbure du cône de latitude, corres- 
pondante à sa ligne de courbure circulaire, et dont la va 
• leur absolue était facilement assignable, est positive , parce 
que son cèntre, situé, sur l’axe polaire, est placé surda par 
„ tic positive de la* normale, au cône; c’est-à-dire sur la partie 
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• " f J *, 

de cette normale, dirigée du côté où le paramètre 9 va en 
augmentant. .■ 

Les trois courbures paramétriques sont nulles dans le 
systèmé sphérique; car il résulte 'des valeurs ( 27 ),- que h 
ne varie pas avec p ou ni A, avec p, ou <f, ni /t* avéc p, 
ou /•. (Les courbures paramétriques étant pareillement 
nulles dans les deux autres systèmes classiques de coordon- 
nées, on comprend que ces courbures aient pu rester in- 
connues ; on verra par les leçons qui vont suivre , que 
leur considération est utile dans la théorie géhérale des 
coordonnées curvilignes. ) Appliquant ici le second corol- 
laire du § XXXI, on a immédiatement 



( 2 9)’ 



A; } = O , A,ÿ = — 



tang 7 



A,r = - 



§ XXXIII. 

• • 

SES COORDONNÉES THERMOMÉTRIQUES . , *• 

*•» * *. • , * • 

Le rapprochement des valeurs (27) et (29) conduit aux 
rapports 






1? 



SII1 f 



(3o) 



I 



(A, 7 ) j 

Ai r 
(A,r)V 



d’où l’on conclut, d’après les règles du § XXI, d'abord, 
que le système sphérique est formé par trois familles de 
surface^ isothermes; ensuite, que les paramètres thermo- 
métriques de ces familles sont 



(a»)' 



. r 1 

P = Y) pi= I 

r J cos<p r r 



l étant une longueur constante quelconque. 

Lorsqu’on adopte ces coordonnées p , et p, ( 3 i), au lifeu 
de et r(26), leurs paramètres différentiels du premier 
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•ordre, que nous désignerons par h\ , A,, ne sont plus les //, i 
.fi, (27). D’ailleurs, en différentiant les deux dernières (3i) r 
ou à ■* . 

rfp, ldt> 

du cos if- du ' 

il. 

du r* ’ 

puis élevant au carré, faisant la sommation > extrayant 

la racine carrée, et cela snr chacune des deux dérivées pré- • 
cédent.es, on obtient 



( 32 ) 



‘ j = ± 

1 • COS j 

{ . 

. 



y r cos f 

ï 



’ r> 



Avec ces Valeurs (32), et celle (27) de h qui est conser- 
vée, la. formule (,36),§ XXII, donne pour l’expression 
simplifiée des A, , dans le système sphérique, celle-ci 

(33) [df +dpî) + 

où l’oii doit considérer cos 9 comme une fonction de la 

coordonnée r comme une fonction de la coordonnée p t . 

Ce dernier paramètre p , représente le potentiel dans la 
famillades surfaces de niveau, sphériques et concentriques. 
Par l’élimination de r,- faite à l’aide de la dernière (3i), les 
valeurs (32) deviennent ' 



(32 bis ) 



b> h /cos y’ 



/ ’ 



et leur substitution dans les formules (24) donne 



(34) 



'Li d A — ^ dti, _ ?1 _ 1 

h dp j, h\ d pj l r ' 



pour la yalcur comthünc des dcux'coui hures de la surface p % . 
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. En résumé, lorsque le système sphérique est rapporté à 
ses coordonnées thermométriques : i° les paramètres diffé- 
rentiels du premier ordre des deux familles de surfaces, 
conjuguées à la sphère, Ont la même valeur, comme dans 
les systèmes cylindriques isothermes (§ XX VII ) y 2 ° de là 
résulte naturellement l’égalité des deux courbures de la 
troisième famille, lesquelles sont positives , puisque le po- 
tentiel pt augmente vers le centre d’attraction ; 3° enfin, 
l’expression (33), de l’aügment d’une fonction-de-point, 
est évidemment la plus, simple et la plus symétrique. Ces 
diverses propriétés sont méconnaissables avec les coordon- 
nées géométriques (»6). , ■ ■' 
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QUATRIÈME LEÇON. 



COURBURES DES INTERSECTIONS, i . 

Plans oscillateur* et courbures des arcs d’intersection des surfaces orthpgo- 
•nales.-^ Courbures résultantes. -r Relations entre les courbures des .sur- 
faces et celles des arc*. — Application au système sphérique. . k 

/'• ' '' •• 



§ Xxxiv. N 

REPRÉSENTATION D UNE COURBURE. 

* v r* . » 

Pour démêler et énoncer les relations qui existent entre 
toutes les courbures appartenant, soit aux surfaces p , , t soit 
aux arcs i, , soif à d'autres* courbes passant par un même 
poiptM, il est souvent nécessaire de représenter chaque 

courbure par une ligne, qui lui soit égale ou propor- 
tionnelle, dirigée de M vers le centre de cette courbure, ou 
sur. son rayon même. . ; ' 

Cette représentation est analogue à celle des forces en 
mécanique. D’ailleurs, on peut regarder une courbure 
comme étaqt, soit l’accélération nornialc correspondant au ■ 
mouvement libre d’un point, dont- la trajectoire passe en 
M, Si sa vitesse est de i mètre par seconde; soit la compo- 
sante normale delà force qui agit sur le point matériel”, si 
la masse, ainsi que la vitesse, st>ut égales à l'unité. 

Traitant, dans le langage, cette analogie comme une iden- 
tité, nous parlerons des composantes ou des projections 
d’une courbure, de la résultante de plusieurs courbures. 
Quand cm 'considère la simplicité que ces dénominations 
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introduisent dans les^înoucés des lois, on s'étonne qu elles 
soient fictives et non réelles. . < 



§ XXXV. ; 

P , '* * t f * 

EXPRESSIONS NOUVELLES DES SIX COURBURES. 

Les six courbures des surfaces orthogonales, que le 
groupe (a 4 ), § XXX, donne au moyen des paramètres dif- 
férentiels /*, , peuvent aussi s'exprimer à l’aide des fonctions 

-£- Eu effet, la formule ( 1 4 ) , § X, par la suppression de 

l’indice, donne 

d — t ’ . 

du I /dh dp d/i dp, dh dp 2 \ 

dp -, h du dp, dit dpi.tfn ) ’. . • 

• . * » * . • 

multipliant successivement cette équation par -r-— % 

. 1 . ' h x du dx * 

et faisant à chaque fois la sommation ^ , on a, ' d’après les 

relations (2) et (4). du § VI, ' ' . > 



•('H 



'tlC d J 

1 h, du 



do, du h, dh > r 



du dp h dp, 



’â dè 



. * ij* dp, du h, dh 1 

/(, du dp ,h dp 2 /•, • 

• • ' • • 

Çn opérant de la même manière sur la formule (14), 

§ X, prise avec i = t, et ensuite avec i = 3 , ou complète 

le lableau suivaut : - .< 



• L ' 
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(*) 



d^P 

1 O d P‘ du 



1 = 1 C 

r" h O 



du 


do ’ 




tjîL 


d p, 


■'du 


du 


dp, 




A d ?’ 


d ? 


du 


du 


dp, 



d ii 

d p, du • 



/“Ig 



du 


d n 
1 




d ?' 


ii 


d ÂT 


1 du 


dp, 




Âiù 


dp, 


du 


du 


dp. 



où les six courbures géométriques des surfaces orthogonales 
sont rangées, de telle sorte que les courbures conjuguées 
en arç 'se trouvent sur la même ligne. 

O11 retrouve' encore ici les courbures paramétriques, 

quand on somme l’équation (1) multipliée par ^ ou gé- 
néralement, quand on somme la formule (i 4 )> § X, multi- 
pliée par 1 ^ 1 ce qui donne 



• ’ 4 .1 


, •-( 


„ 4 

q dp du 


1 ’ 
■8: 

f 

•"V 


,« • « r 


, 


" . 1 


i h ' 


^ du do 
• r 


dp r 




J 


.(3) . 


> '* ( 


d it 

n dp 1 du, 


d/i 1 1 


M 


• 




h, » 


■D du do, 


~ d P< r \ ’ 


• 




. . -• ' , . , 


1 1 


, 4 

^ dp 2 du 


s « 

d/l, 1 




• 




h, * 


■3 du d p,. 


~dï,~V 


• 


• 

»* 



valeurs que l’on obtient d’ailleurs directement, en diilé- 
rentiant la formule (2), § VI, par rapport à p,-. 

■ • • ' 4 . 

: § xxxvi. 

COÜRBURES RÉSULTANTES. . \ 

,, Les deux- groupes (2) et ( 3 ) conduisent à nncmnsé- 
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tjuence remarquable, ou à une sorte de représentation des 
, denVées 



( 4 ) 



fini 

7t 

do, 



A l lîi 

du 



Considérons, par exemple, les premières équations de ces , 
• ' S rou P es 5 les - étant des cosinus, les dérivées ( 4 ) seront 

de l’espèce de grandeur des i ; on peut donc les considérer 

comme étant les projections, sur les axes des u, d’une ligne 

prise égale ou proportionnelle à gnè certaine courbure -- 

La grandeur et la direction de cette ligne soqt faciles^ 
déterminer : en effet,* le premier membre de l’équation (i )'- • . 

étant, par hypothèse, la projection de - sur l’axe'des «, on 

<i 

peut lui substituer puis, élevant an carré, faisant lu 



sommation §> et extrayant la racine, on a' 



■ w . ■ ;• 

d’après les relations (a), (4), § VI, et la valeur générale 
(24), § XIV, des paramètres différentiels du premier ordre. 

La grandeur - de la ligne supposée étant ainsi connue, on 



aura 



06 ) 



cos U JL ’ 3 

A, h dp ’ * ’ 5 



; l ,aur I ( ‘ s cosinus des angles que sa direction fait avec les 11. 
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Cela posé, les équations formant, la première ligne 'du 

groupe (.2) expriment que les courbures - et- sont res- 

r, r, 

pectivement égales aux projections de la ligne ou cohrburè 
-/sur les normales aux surfaces p, et p s /-Et, en projetant la 

<• 1 • « . 

même courbure — sur la normale à la surface p, 011 aura, 

d’après la première du groupe ( 3 ), la courbure paramé- 
trique de; cette sunface. 

On arriverait à des résultats analogues, en considérant 
successivement les secondes et les troisièmes lignes, des 
groupes (2) et ( 3 ). Ainsi, les six courbures géométriques, 

• et les trois courbures paramétriques des surfaces orthogo- 
nales, se présentent comme. étant les projections, sur les 
normales à ces surfaces, de trois courbures 



( 7 ) 



■V A| ! •} 



que nous appellerons courbures résultantes, et qui sont pnr-* 
lées* sur trois ligpes, faisant avec les u des angles dont les 
cosinus sont V • • 



( 8 ) 



. J ÿ-' 

/ij au 



à, hj dfu , . 



»'"•> . 9 . 



clia(|ue courbure,, projetée ou résultante, étant portée sur 

la droite où se trouvé son centre. - 

• ' 1 ' . 



§ XXXVH. 

PLAN ' OSCULAÎEUR DE L’ARC .v. 



1 



Cherchons maintenant les plans oscillateurs, et les cour- 
bures propres des arcs s , , normaux aux surfaces orthogo- 
nales. fx plan oscillateur de l are r, sur lequel la Coordon- 
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née curviligne p varie seule, ayant une équation de la forme 
( 9 ) §A,(XJ — *) = o, • 

1 • - • > , „ 

les trois constantes A„ doivent vérifier, i° l’équation qu’on 
obtient, en faisant varier les u par rapport à p dans l’équa- 
tion (9), sans changer les U, et qui, en observant que - 



du 



1 du 



, ' \ dp fl* du- <■ 

d’après la formule (8), § VII, s’écrit ainsi 

.■'dp 

1 — L — n * 



(10) 



S *- ï =-, 



a 0 l’équation qu’on. obtient,' en difléreritiam (10), toujours 
par rapport à p, et qui est „ 



(■0 



"1 

do 



s *■!?=<- 



Car, ces deux équations expriment que le plan (9), qui passe 
en M, passe aussi par un second point et par un troisième 
se suivant immédiatement sqr l’arc. s. ■ - • * ; 

Ces constantes seront donc proportionnelles aux valeurs 

- • . * • , 

■ t _ 1 1 d P‘ 1 1 , d ?l , ‘ ■ 

. .. U ~ï,h, du *r, h,' du ’ 

qui annulent, le premier membre de la formule (10), d’a- 
près les rèhtions (4), § VI, et le premier membre de (1 1),. 
d.’ après les valeurs du groupe (2). Le plan osculateur de 
l are s a donc pour équation 



12 



v O /> 1 dp, 1-1 dp a \ . 1 . 



Le plan normal au mèmc-anc n’est autre que le plan tan- 
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gent à la surface o, et son équation est % 

kl, 



(• 3 ) 



Sï(u,.)« 



I.es deux équations ( 12 ) et (i3) représentent la normale 
principale. 

§XXXVIll... 

COURBURE PROPRE DU MÊME ARC. 

Maintenant, si les U appartiennent au centre de la cour- 
bure propre de l'arc s, on doit pouvoir différentiel l’équa- 
tion (i3) par rapport à p, sans changer ces U, ce qui donne 

'' • 

• . do , 



04 ) 






du, d p 



* d’après le» formules ( 8^, § VU, et ( 2 ), § VI. 'Les projections 
(U — u) dn rayon de courbure de l’arc rayon que nous 
désignerons par p, seront donc données par les trois équa- 

• lions précédentes. * • 

On satisfait aux équations ( 12 ) et (i3), en prenant, avec . 
le même coefficient h', les trois valeurs 



(•> 5 ) 



TT , / ' J , 1 '* d PA • O 

r -\rX & + -.r, 

qai' annulent le premier membre de (i3), d’après les re- 
lations (4)j § VI, et le premier membre de ( 1 2 ), d’après' les 
formules ( 2 ), (4), § VI, et lès premières du groupe ( 2 ). 
Én substituant ces valeurs (ï5) dans l’équation (i4), ou a-, 
encore d’après les premières ( 2 ), 

équation qui détermine le coefficient (, . Enfin, ces mêmes 



•Bigitized by Google 




64 LEÇONS. 

valeurs ki 5 ) donnent 

(*7) .. P'= S( V ~ u)*=.k’ — *> 

d’après les relations (a), (4), § .VI, et l’équation (16). 

Ainsi, le coefficient fc est égal à p*, et l’équation (16) 
peut s’écrire aiusi 

' • 1 — i. 

P 1 *î 



fl8) 



1 

Zî 7 



c’est-à-dire que le carré de la courbure propre de l’arc s est 
égal à la somme des carrés des deux courbures des surfaces 
orthogonales, qui sont conjuguées en cet arc s. Puisque h 
est égal à p 1 , les valeurs (i5) donnent 



(«9) 



U — u p i dp, p î dp, 

p r , h i du r, h, du ’ 



3, 



pour les cosinus des angles qile p fak avec les n ■' d’où l’on 
déduit aisément , ' . 

( o U — u i dp, 

’ ^ P -, h , du 

( 3(0 ) < 

‘ O U — «i dp 2 p 

h , du r. 



P 

• r. 



I S 



pour les cosinus des anglès que p fait avec les normales aux, 
surfaces p, et p,- ou avec les rayons r , et r,. 

Soient tracés, sur le plan langent à la surface p en M, 
les centres G, et Cs des courbures 



î i 

- et. 
r, r. 



lesquels points se trouvent respectivement sur les tangentes 
ortbogonadeS aux arcs s, et f*, à des distances MC t et MC, 
égales à r, et r t . On s’assure facilement que la perpendicu- 
laireMP, abaissée de M sur l’hypoténuse G, C„ -représente. 
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en grandeur et en direction, le rayon de courbure p. En 




effet, soit MP == P, la figure donne 



P 4 : 



P*=PC,.PC,, 

( r î— P J ) ■ ( r î — P 1 )» 



développant et réduisant cette dernière relation, on a 

/. • - p=<dr!"K + ri); 

équation que I on peut écrire sous la forme 

. ’ Y ■ ; ' • ' ' 

, i i i 

. r P^ — + 

Donc P est égal à p ( 1 8), et il a la même direction (20), 
puisque > ' 1 < ‘ ■ 

P 

. • cos PMC, — — » 

. ' r, ■ • 



cos PMC, = ■ 



On peut donc dire que la courbure propre de l'arc s est 

-, * 1 v j . *>■ 

la résultante des deux courbures - • -» conjuguées çn cct 
* -, * * . ' r \ r * 
arc ; ou, inversement, que les deux courbures du système 
'orthogonal , conjuguées en l’arc s , sont les composantes 
de la coiirbure propre de cet arc- O11 pouvait établir ces 
divers théorèmes par des considérations purement géomé- 
triques; mais les formules.de leur démonstration analytique'- 
étaient nécessaires, car elles vont conduire à d’antres con- 
séquences importantes. ■ ■ ‘ 

\ • 5 ’ 
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§ XXXIX. 

CENTRES DES COURBURES RÉSULTANTES. 

, La ligne ou courbure résultante -i § XXXVI, est située 

'dans le plan osculateur de l’arc s: car l’équation (12) de 
ce plan est vérifiée par les valeurs 

’ « 1 ^ 

. U— ll — q 7 3,’ . 

’ «P - « 

appartenant au point de cette ligne, situé à la distance q du 
point M qui est lui-même et sur la ligne et sur le plan.' 

O11 a, d'après la valeur ( 5 ), les groupés (1* bis) et ( 3 ), et 
l’équation (18) 

1 . r * • w 

• » 

v I 1 I I I , ' I. 

^, 21 ^ q 2 ~ r'* r)^ ,\~ r'’* p' 

' . . * ( • • ' • 

• D’où il suit que, si l’on porte sur la tangente .V l'arc s, ou 
sur la normale à la surface p, une longueur «MC égale à • 



on démontrera, comme plus haut, que la perpendiculaire 
JYtQ, abaissée de M Sur l’hypoténuse PC, , est égale au 
rayon*^. ' , . , . . 

De plus, cette perpendiculaire a la direction de la ligne 

-, laquelle direction n’est autre que celle dé la normale au 

plan représenté par l’équation (t4)> d’après les cosinus (6). 
En effet, ce plan (14), normal au plan (tu) et passant en P, 



» 
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va aussi passer par le point C, dont les coordonnées 

I dp I 



67 



U — 



h dx / dh \ 

w 



3 , 



vérifient son équation, d'après la première ( 3 ) j jl coupe 
dpnc, perpendiculairement, le plan osculateur suivant la 

ligne PC^ et sa normale, ou la direction de — > n’^t autre 



que MQ. * 

Ainsi, le point Q, déterminé par la construction précé- 
dente, est le centre de la courbure résultante -• Il faut re- 
• . 7 

marquer-que ce centre, toujours situé dans le plan oscula- 
teur de l’arc inchangé de position, lorsqu’on remplace le 
paramètre p par s = f (p), puisque la ligne MC n’a plus la 

même gratideuô; op, autrement, puisque la courbure -.est 

la résultante, de la courbure paramétrique, qui est chan- 
geante, et de la courbure propre de l’arc s, qui reste in- 
variable. 

§ XL. 

RELATIONS DES COURBURES DES ARCS s,. 

Considérons à la fois les trois courbures des arcs s, ; soient 
p, leurs rayons, on aura, *par l’équatipn (18)' et ses ho- 
mologues .0 • . * , • ( 






P_ 

.P) 



.Pj_ 

V*'< 






P\ 

■y*' 

p\ 

V* 
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» , \ * l 

Désignons par m le' cosinus de {p ly p x ), anglecomprisenlre 
pi étp„parm, celui de (p x ,~p), par m t celui de (/>,/>,), et 
par (n, n ,, n,) les sinus des mêmes angles. L’angle- plan 
(p,, p t ) est opposé à un angle dièdre droit, dans l’angle 
trièdre dont la troisième arête est la normale h là sur- 
face p , lieu des rayons r' et r" -, on a donc, par une formule 
connue, , ■ . • 

• cos (/>,, />,)= cos (/>,,/•') cos (p,, r H ), 

ou la première des valeurs homologues 



(a3) 



m — P'P' 

m ~77" ’ 

„ —P'P. 

Tfli — , . * 



m,= 



— PL' . 



Dans le carré m*, qui est le produit de, deux fractions, 
051 peut substituer, à l’une ou à l’autre de ces fractions, sa 
valeur prise au groupe ( 22) ; on a ainsi ' . - 

. ' -, ' S 
n’ = 1 — iri 1 =s ■> , ' 



et, par des réductions empruntées au même groupe (aa), 
on arrive aux doubles valeurs . ’ . . 



P\P\ 



P ! _P\P\ 



N) 



i n. 



p\p % 



p* 

r" 



w,* 

pIp 5 



p, 

0 ■ 

r , 

P- 

rl 



* P' _P'P\ ,P\ 



qui, multipliées par divers facteurs., et rapprochées des 
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carres des m, ( a 3 ), conduisent aisément aux égalités mul- 
tiples 



' I 






- . ( «’ — m\ — tt «î 

1 r j . 2 1 

( L n'^m] = ^n\- <= £ «J - m’ = <f\ / 

* - ' r i 'a # ' . . * 

où les valeurs communes < F et < ? ,, v sônt les deux fractious 

l a» P‘ P] P\ 

\ £ — -p-rjn-p' 

(2 g) , • ^' r » 

' , r - J?'P<Pl , . . 

1 * “ a 2 2 'a 



§ XLI. • 

», 

COURBURES DES SÛRFACES PAR CELLES DES ARCS. 

Le produit dp ces fractions (26) donne évidemment celui 
des carrés m ' ( a 3 ) ; d’où 

(27) <$'<£"= m' m\m\. ■ 

La somme des premiers membres des égalités multiples 
(a 5 ) est (n 1 — m] — m]), d’après la première (2a), et, puis- 
que rc’= 1 — m*, il vient 

(28) ... ‘ £'+£"=1 —m’ — ml-m;. 

« * • 

Les deux relations précédentes donneront, en fonction des 
cosinus m„ les deux produits distincts et < f w , par les "ra- 
cines d une-équation du second degré, dont la composition 
est facile, jf.nfiu, le groupe (a 5 ) donne à l’aide de ces ra- 



C 4 I 1 CS, 


/ pL 




• ^5 * 




‘r 


’ 


T 5 ~ ’ 


( 2 9 > 


U 




• />’ î*-f -m; 


H* 


: ’• 


t\ _r ù- .’ 


» 


è 




. , y,» _ ^ 4 -** 




' /i 


1 


K? 
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Si dpnc, on connaît les rayons de courbure p iy des trois 
arcs Si , (jui passent en un même point M du système ortho- 
gonal, et les angles aux cosinus et sinus m ; et que fout 
entre elles leurs normales principales, les équations ( 29) 
détermineront les six courbures des surfaces oonjuguées, 

. ati même point M. . . 

Lorsque deux des trois' normales principales feront entre 
elles un angle droit, le cosinus m, correspondant étantnul, 
ou <ÿ' s’annulera, d’après la relation (27); par suite, 
une des six courbures des surfaces conjuguées sera néces- 
sairement nulle, d’après les valeurs (26) ou (29). 

Pour que les produits ^ et (26) soient égaux, il faut 
que les »«,- vérifient l’ équation 

(3o) (1 — m 1 — m\ — m\)‘ — \nr rn\ m J' 1 

d’âprès les relations (27) et (28). 

f • • . * ' 

§ XLII. / ' 

APPLICATION AU SYSTÈME SPHÈHKJUÈ. ' : 

Les formules établies dans cette leçon, et les théorèmes 
qU’on en déduit, conduiront.! des conséquences importantes, 
quand nous pourrons- les- appliquer à des systèmes ortho- 
gonaux complets, ou sans courbures nùlles. Le système sphé- 
rique, qui est loin d’être dans ce cas; peut cependant four- 
- nir quelques vérifications, surtout lorsqu’il est exprimé par 
ses coordonnées thfermométriqties, qui sont (§ XXXIII) 



' 1 Ç d ? '• •’ 

?-*> p‘-v , ; 



« f étant la fonction —, f et cos f étant des fonctions de jo t . 

, _ - ; . h 

•-N Avec ces coordonnées, les //, ont lqs valeurs . . 



, Digitized by Côogle 



SUR LES COORDONNÉES CURVILIGNES, ETC- 71 

Si l’on évalue les six courbures des- surfaces conjuguées 
(a 4 ), § XXX, à-l’aide de ces valeurs des h,, en observant 

que ^ = eos <p, et exprimant les résultats obtenus en r et* 

<p, on reproduit le tableau (28), § XXXII, mais avec Gette 
différence, déjà signalée, que les deux dernières courbures 
s'y présentent positives, parce que le paramètre p, aug- 
mente quand an marche vers leur centre. 

Les courbures paramétriques ne sont plus nulles. Elles 
doivent être égales au'x courbures "sphériques des surfaces 
conjuguées, d'après le premier corollaire du § XXXI ; oij 
trouve, en effet , 



dh 



dh, tang y 

dp, r ’ 



dh, 

L ; 

dpi 



Les formules (22), § XL, donnent pour les courbures 
propres des arcs f,-, > 



1 

P ' 

P<’ 

1 

Pi 



r cos y 



1 

: 9 

r 



d’où p = r cos if, 
d’où p, — r, 
d’où p,~ 00 , 



ce qui devait être. * 



Les courbures résultantes — sont, en employant une no- 

taliofl introduite dans le nouvel enseignement de la mé- 
canique, \ ' 

1 



1 . (dh i\ 

ÿ- reS ’ (dp’ p)~ 
1 . 7 dh, 

r,- [dpSpJ- 



reps <p 
1 



. rcos.(f 
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Le centre de courbure Q, est au milieu du rayon r, sur la 
partie actuellement positive de la normale à la sphère. Le 
^ centre Q est celui du petit cercle parallèle à l’équateur. Et’ 
le centre Q, se confond avec Q, puisqu’ en appliquant la 
construction du § XXXIX, le point P est le centre même 
du système sphérique, le point C celui de la courbure du 
cône de latitude, et que, conséquemment, l’hypoténuse 
PC se confond avec l’axe polaire. 

• Il .* • ' 

Ainsi, lès deux courbures résultantes - et — sont égales 
, . .. .. <1 ‘ 

et ont le même centre. Mais, malgré cette •superposition , 
chacune d’elles- conserve sa propriété caractéristique. La 

courbure résultante- = — - — ■> relative à la surfacep , donne: 
g r cosif . 1 

t° par sa projection sur la normale à p, la courbure para- 
. métrique ou sphérique du plan méridien, qui -est nulle; 

’ 2 ° par sa projection sur la normale à p.,, la courbure du 
cône de latitude; 3° par sa projection shr la normale à p„ 
une première courbure de la sphère. La courbure -résul- 
tante — = — - — » relative à la surface p,, donne: i° par sa 
g, rcoSf r • r 

projection sur la normale à p„ la courbure paramétrique 
ou sphérique du cône de lîititude ; 2 ° par sa projection sur 
le rayon, la seconde courbure de- la sphère; 3° par sa -pro- 
jection sur la perpendiculaire au méridien, une de ses cour- 
bures nblles. ' 
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CINQUIÈME LEÇON. 

; . . “S , .. 

ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES. 

Équations qui régissent les fonction*} Variations des courbures. — . 

Application aux systèmes orthogonaux cylindriques et coniques.-^ Équa- 
tions qui régissent les fonctions u ou z ). 



§ XLIII. 

EQUATIONS H, ()ü - PREMIER GROUPE. 

Lorsqu'on doit employer le système des coordonnées 
curvilignes p,-,- les paramètres différentiels du premier 
ordre f> ; sont trois fonctions de ces coordonnées qu’il faut 
connaître, soit pour calculer les courbures des surfaces con- 
juguées, Xo'i t pour exprimer les deux paramètres différen- 
tiels des Cauctious-de-point, qui se présentent dans la ques- 
tion (jue l’on traite. Or ces fonctions /i, vérifient six équa- 
tions aux différences partielles qu’il importe d’établir. Car, 
ces équations sont indispensables pour effectuer certaines 
transformations, et c’est par leur intégration qU’il faut pro- 
céder, pour obtenir le 'système de coordonriée’s qui doit 
renjplir un but déterminé. On parvient aux équations dont 
il s’agit en exprimant les Condition» d’intégrabilité des- 

trois cosinus ^■'^V'des’ angles que Ja direction, fixe de 

l’axe des u fajt avec les nortriales aux trois surfaces ; ces 
• cosinus étant considérés connue des fondions de (p, p 1} p»)- 
Les formules (t 4) çt'(i 2 ),.§ X. donnent pour les. trois 
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dérivées premières de la fonelion », les valeurs 
d‘ 



Ê. 

rf P 



i dh dp 1 dh dp, ’i dh dp , 

h dp du h dp, du h dp, du 



(0 



du 

dp, 

A d ? 



i dh dp h ’ d/i , dp, 

h dp,, du 4 } dp du ' 



du l dh dp h 5 dh, dp, 

, dp, h Tfô, du h\ dp du 1 

.On met facilement ces étfuatiorçs sous la. forme suivante :. 
' . i le v d « ■ j j. 

h du r dp, h i dp, h 

777, 17 177 1.7 7777 ’ 



. dp 



•'<*) 



di^ 



Ai d h dp, da d p a 



di 



A i dp, , A,. 

r =± A — , 

1 dp, A, ad dp . 



d4^ 



4 i dp » 

■ . ' • "W 7 

et si , pour siraplitier, on pose généralement 



— _l! /, f * • 

4 , <r/« cip 1 



(3) 



1-ÿ^* 
j 1 Ë£f = u- 

4 ; </« 



«■es équations (2) deviennent 



1 £U _ ^ u _r rfH j rfH 
1 rfp ^ ~ ;Hi dp,’ 

•J # r/U _ , > i7H, ’ •*- 
dp, • ‘ H dp 

<£U _ rfH; 

• ' ' 'dp, “ - H. dp.’ ■ 
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Eu partant des dérivées des fonctions ~ » on ohlient , 

de la même manière, celles des cosinus U, , U, ; ce qui 
donne eu tout neuf équations ; trois d’entre elles ont troiC 
termes, et la première (4) fait partie de ce groupe ; les six 
autres n’ont que deux termes, et sont comprises dans la for* 
mule généràle, • 

( *> : V . ^ . 

où les indices iet j sont essentiellement différents. 

Cela posé, différentiant la seconde des valeurs (4) par 
rapport à p,, et la troisième par rapport à p , , on aura deux 
; v fleurs- de , 

d’U . • 

, dp, dp/ , ; 

K . r t * 

lesquelles doivent être égales, en vertu de l’intégrabilité 
dé ht fonction U. Ce qui donne d’abord 1 ■ , 

> t _ t/ic du , 

U dp d p . 

i rfH, 



u< -iA 

dp. 



= U, - 



H de 



t_ t/H, dû, 

H dp dp, 

r. ‘ t 1 

et ensuite par la substitution des valeurs des dérivées 
' dU, 



' dp, 



(6) 



déduites de la formule (5), 



rfU, 

dp, 1 



•U. 



[■ = U 5 



il 

‘ H dp j_ ciu, ,. dH, 
dp, 3 Hi dp, H dp 

A 1 

d Ti~dJ 



u t 



rfH, i d H, 



. dp, H, dp, H. dp 

Or, la direétioq fixe de la coordonnée rectiligne u est arbi- . 
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traire. Par exemple, elle. pourrait être, ou. parallèle au 
plan tangent de la surface p, , et alors U, serait zéro, ou 
parallèle au plan tangent de la surface p , , ce qui annule- 
rait U t . En un. mot, U, et U, n’ont aucune relation néces- 
saire. L’équation (6) doit donc être satisfaite, quel .que 
soit le rapport de ces deux cosinus. C’est-à-dire que les 
coefficients de U,, dans les deux membres , doivent' être 
égaux , ainsi que ceux de Uj ; ces coefficients étant complè- 
tement indépendants de la direction de u. 

. On a donc séparément les deux premières équations du 
groupe 



b) 



. t Y/ H, 

iJL3. 

i d p, 

t _i dH, 
H, dp, 

do 

d-L lü 

H, dp, 



l_ 15' 1 

. dp , H dp 

i dH, i dH 
H dp H, dp, ’ 



i d H i dH, 



i dH, 
d îi ~Tp 

dpi 
i dH 

. H, dp, 

dp. 



- L 1 1 aHi 

Hi dp, S dp ’ 

_ JL 15 JL rfH n 

H, dp. H, dp, r 



H, dp, i d H i i dti 

\ dp, H, dp, H, dp,' dp H dp H, dpi' 

les quatre autres se déduiraient, de la même manière, de 
, l’égalité des deux valeurs 

\ , ’ ,V * 

d 1 U, d’.U, 



de 



de 



Jdp,dp dpdp. 

On reconnaît aisément que le développement des six équa- 
tions (7) n’en donne que trois qui soient distinctes , et que. 
voici : 

<PH _1 15 15' ■ dll dH, 

H, dp, dp, H, dpi dp, 1 ' • . 

dH, dH, ‘ 1 dH, dH 
H, dp, dp H dp dp,' 

1' dH V/n '1 dH, dlb . 

H dp dp, H, dp, dp 1 . ' 



( 8 ) 



dp, dp, 
d- H, 

dp, dp 

d'il, _ 

dp dp, . 
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§ XLIV. 

’ ÉQUATIONS DU SECOND GROUPE. 

Mais, en différentiant la seconde (4) par rapport à J, 
et la première par rapport à p, , on aura deux valeurs de >v 

rf ! U ' ‘ 



dp dp. 



lesquelles doivent être encore' égales ; ce.qui conduit. 'à trois 
nouvelles équatiops que doivent vérifier les, fonctions H, , 

ou L T égalité indiquée donne d’abord , 



U 



i rfH, 

J 'a^ 



‘ d ? 



i rfH, d U, 
H ~dj dp 



dll 



d — — rfH • •.< , 

^ H, dp, I dû rfU, f H, dp, ' I rfn rfU„ 

dp, Hj dp, dp, dp, « Hi dp,' dn. 

Substituant, darts cette équation, aux dérivées » 

1 dp dp, 

leurs valeurs déduites. de la formule (5) , et à ^r— la valeur 

d ?' 

rfU, = __ n i dû, TT i rfH, : 
dp, ’H, .dp, H dp ’ 

homologue de la première (4), elle devient 

■ /di£«< d«'45\ 



tt i H rfp H, dp, '\ ^ i rfH I rfH, 

‘ \~Tp dp, / H, dp, H- rf> , 

r _L lü- , u 1 £»j\ 

H, dp, \ ! Hj dp, ’ 1 ~ H Hp J 



— U, 



d— — 
H, rffL 

d P‘ 



U, 



i rfH, i rfH 
H, dp , 1 W,' dp. 
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Jci, les termes en U, étant égaux de part et d’autre, se 
détruisent; au second membre, le coefficient total de U» est 
nül de lui-mème, d’après une des équations jdu groupe (7) . 
Divisant donc par U,, seul cosinus qui reste, on a la pre- 
mière des trois équations du groupe 



te) 



j 1 ** 

iîi "dp, 


d- — ' 
H dp 


_ 1 _ 


, 


dB rfH, 


. dp, 


dp 




»! 


d p, dp, ■ 


dllË? 

fl dp 


d_L £5 


, 




• ; 


' dp j 


_u 


r 


dB , dH _ 


dp 


dp, 


1 




dp, dp, 


d-^ 


d- ! 








H a d p 7 


dp, 


1 


1 


«/H, rfHj _ 


1 

"e 


dp. 


T 


H 1 


dp dp 



les deux, autres se déduiraient, de la même manière, de 
l’égalité des deux valeurs 



«le 



d’U, 
r/p, dp. 



de 



d'V, 

dp,dp 



Les six équations aux différences partielles (8) et (9} 
sont les seules,, réellement distinctes, que doivent vérifier 

les . fonctions H, , ou 

«f 

• § XLV . 

ÉQUATIONS SECONDAIRES. 

Parmi tous les corollaires qui résultent de la combinai-.^ 
son des équations (8) et (9), nous distinguerons les deux 
suivants, en. raison de leur symétrie. On reconnaît aisé- 
ment,. à l aide du groupe (7) , qui n’est autrç que celui (8) 
mis sous une. double forme, l’égalité des quatre expressions 
suivantes: - 
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1 (X — 1 dH ' \ \ ' 

.1 \H, dp, H dp ) _ I 



1 


dp? 




L/« 


f/H, . 1 


f/H \ ‘ ■ 


,d \H 


dp H, 


dp, J . ; 




dp, 




U *• 


f/H, i 


dll,\ , 


U \H, 


dpi H, 




dp 



fin dn K tin, f/H 'riH, fin, 

dp, dp dp, dp, s ‘lp, dp 
F . H H, H, 



Une combinaison toul aussi facile des trois équations du 
groupe ( 9 ) conduit à celle-ci : 

‘ * » . % 

1 r/H, H, , i f/H. H , f /HH, • 
d — — : d — 



d - — 

\ H dp- 

i*e 



(»0 [ Sp 

’ f — 1 f/Hi 

' H dp 



H, dp 1 H, rhp. 



dp , 



f/p, 



f/H, i c/H, d H. + 1 f/H f/H, 



dp dp H,‘ dp, dp, H, dp, dp, 

§ XLV1. „ 

. . '* / 

VARIATIONS DES COURBURES. 



Toutès les-équations aux différences partielles, que nous 
venons d’établir, peuvent s’exprimer à l’aide des arcs 

’ ' * j A ' 

élémentaires ds t et des. six rayons de courbure r[ j) , sans 

"mélange de paramètres d’aucune espèce. Ellés indiquent 
alors les lois géométriques , essentielles et peu nombreuses, 
qui régissent les courbures des surfaces orthogonales et leurs 
variations. On obtient les expressions 1 dont il s’agit, en 

* # t j ‘ f 

' remplaçant. d’abord les Ai par les — -, dans les valeurs des 

\ * M 1 ' *“ • 

arcs dsi.(y), § VII, qui deviennent . * 

1 . » » 

• n ( , . v t ■ " * 

(il) Hf/p = f/j, H ,dp,pzHs,,. '.n,dp,zp ds a , 

• ‘ * . . ‘ ' f 
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• et dans celles des courbures ( 24), § XXX , d'où le nouveau 
tableau : 1 ' . 



(. 3 ) 



j 

Celle préparation faite, la première équation dugroupe (7) 
devient successivement, à l’aide des valeurs (t 3 ), . 



.H. 

0 r' H H, 
-H 



1 


VH, _ 


H, 


i 


d H,_ 


H;. 




dp •' 


~ T 7 ’ 


H 


do 


r" ' 


' I 


dJB, _ 


ib 


, 


d H 


,11 




dp , 


V.’ 


H 


, d p<l “ 


r , ’ 


h 


rfH _• 


H 


. 1 


r/H, _ 


H . 


H, 


dp. 


r 3 


s: 


do. 





dp, . . r\ r“ 



7 H, H,. H, H, 

% H , , t “H 1 n " O , 

dp, r r, r,r 

et divisant par.H, H*, remplaçant H, dp,, par ds t , on a la 
première dessix relations suivantes : 



dl 

r 


a 

1 


(1 


• 1 V 


d r" 1 


/ .1 K 


I \ 


1 ds. 




U 


~ — i, ) .» 
r ! 


dt, ~ r’ 




Ff 


1 


V 












]d~ 








d-' ' ' 


' 


■ 




1 


( 1 






f 1 


1 Y. • . • ' 


j ds 


~P 


U 


— 1 
. ds, r. 


\ r ‘ 


r\r 


ai 


*■ 






d A 




~ . 


r 3 


I i 


( I 


t 3 


r, 1 


l 


1 \ 


\ ds, 




Co-Tj- 


~dT ~ T' 


i* 


r ■ 


* j _ 


• i 


• 




« 


' ' • 


■ * , ■ . * 



leà cinq autres traduisent, de la même manière, le reste 
du groupe (7) . . 

'Toujours à l’aidé des valeurs ( 1 3 ) la troisième du 
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groupe (9) devient successivement ' 



H, H, 



d^' d5? 



- H, 



d-L 
r 1 • 
do. 



d r" dp, rfp, 

H, H, „ d 7 ; 'H, H,. 

— 7— — 1- H, — — ■ — — ‘ft - ' 

r T d ?' 



et divisant encore par HiH:, remplaçant Hjfip s par ds,, 
H, dp, par ds t , on a la première des trois relations 




les deux autres traduisent,. de la même manière, le reste 
' du groupe (9) , ^ris dans un ordre inverse. 

Rappelons maintenant les dénominations introduites au 
§ XXIX ; remarquons que le plan d’une courbure est celui 
du cercle osculateur; enfin , appelons variation d'une 
quantité suivant une certaine ligne , la limite du rapport 
de l’accroissement de cette quantité à l’arc parcouru sur la 
. ligne. Avec ces conventions on peut énoncer ainsi qu’il 
suit, et en quelque sorte géométriquement, tous les résul- 
tats qui précèdent. 

•Les six relations. (i4) sont comprises dans cette première 
loi : La variation d’une courbure , suivant l’arc normal à 
son plan, est égale au produit de sa conjuguée en arc, 
par son excès sur sa conjuguée en surface. Les trois rela- 
tions (i5) sdnt comprises dans cette seconde loi : Le produit 

.6 




8a , leçohs 

» des deux courbures d’une même surface , augmenté de la 
somme des carrés de leurs cçnjuguées en arc , est égal à 
la somme des 'variations de ces deux dernières courbures , - 
suivant leurs arcs réciproques. 

§ XLVJI. 

LOIS SECONDAIRES. 

» 

Ces deux lois sont seules distinctes et nécessaires. Elles 
expriment complètement les conditions géométriques, im- 
posées aux variations des courbures par l’orthogonalité con- 
stante des trois familles de surfaces conjuguées. Les autres 
lois, que l’on pourrait déduire de la considération dèsînfini-, 

• ment petits, ne pourraient être que des corollaires des deux 
précédentes, comme celles qui ne feraient qu’énoncer les 
relations déduites, par toutes les combinaisons imagi- 
nables, des groupes ( 1 4 ) et (i5). 

Dans les recherches de cette nature, la méthode purement 
géométrique est sans contredit fort élégante, mais elle a le 
désavantage de laisser ignorer la liaison qui existe entre les 
différentes lois que l’on découvre ainsi, dejne pouvoir assi- 
gner celles qui sont primitives et celles qui ne sont que se- 
condaires, de n’indiquer aucune limite où l'on doive s’arrê- 
ter. Tandis que la méthode analytique, moins attrayante, . 
répond d’une manière précise à toutes ces questions. 

Les équations (io) et (i i), déduites des groupes ( 7 ) et ( 9 ), 
peuvent aussi s’exprimer à l’aide des courbures et de leurs 
variations. Mais, au lieu de les transformer à l’aide des va- 
leurs (i3), il est plus simple de chercher directement leur 
traduction, par la combinaison correspondante des rela- 
tions (i4).et (t5 ). 

On constate aisément, d’après le groupe (i4)> 1 égalité 
des quatre expressions suivantes : 



* 
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( 16 ) 






(: 



r J r ! ** 



fis, 



laquelle p‘est autre que celle indiquée par les équations (io), 
et qui établit cette double loi : Si l’on multiplie la somme 
des courbures de chaque surface par le produit de leurs ■ 
conjuguées en arc, et quon retranche ensuite la variation 
de ce dernier produit suivant l'arc normal-à la surface , on 
aura trois différences , lesquelles sont égales entre elles 
De plus : Si l’on forme le produit des trois premières cour - 

bures ( ~ ) , et celui des trois secondes ( - — — • -L.Y 

\R R, R, J . a, &.,) 

§ XXIX, la somme des deux produits, ainsi obtenus , 
sera la valeur commune des dfférencei précédentes. On 
remarquera que ce partage des six rayons de courbure en 
deux groupes [d r\ r,, et r” r, rj, est le seul pour lequel 
les trois rayons de chaque groupe sont orthogonaux, ou for- 
ment les trois côtés d’un parallélipipède rectangle. 

Si l’on désigne la courbure sphérique de la surface par 

{J7j - . i-R+s:’ 

on déduit, sans peine, de la combinaison des trois rela- 
tions (i 5), l’égalité 
» 

[ l j J_ ■ 1 

] fiy f_i y z!+ (iY Zi 

(i&) { \°7 ds V fis, f . • 



i i -t 

77 7fr, Ï7Y 



• 6 . ‘ 
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laquelle n’est autre que celle indiquée par l’équation (n), 
et <;ui établit cette loi : Si, du carré de la courbure sphé- 
rique de chaque surface coordonnée , on retranche la va- 
riation de cette courbure sphérique suivant l’arc normal à 
la surface, on aura trois différences , dont la somme sera 
égale à celle des trois produits qu’on obtient, en multi- 
pliant l’une par Vautre les deux courbures de chaqiM 
surface. • \ 

Plusieurs autres combinaisons, qui se présentent natu- 
rellement, surtout à l’inspection du groupe (i 4 ), conduisent 
à d’autres lois secondaires, plus ou moins simples, que l’on 
énoncerait d’une manière analogue. Nous les passons sous, 
silence, car leur source commune étant maintenant bien 
connue, les reproduirait immédiatement s’il en était besoin. 

§ XLVIÏI. . 

• SYSTÈMES CYLINDRIQUES. 

Pour rendre encore plus précise Tinterprélalion des rela- 
tions ( 1 . 4 ) èt (i5), appliquons-les aux systèmes orthogo- 
naux, cylindriques et coniques, qui, quoique les plus 
simples, ont encore une grande généralité. 

Dans les systèmes cylindriques orthogonaux, une des 
• familles, celle au paramètre p,, étant composée de plans 
parallèles, ses deux courbures sont nulles partout; on a 
donc • 



(• 9 ) 



1 t 

r, ’ r', ~ 



De plus l’arc r., normal à ces surfaces plane*, étant une 
Kg ne droite, dans toute son étendue, les deux courbures 
conjuguées ch cet arc sont pareillement nulles; on a donc 

v A 

encoxe - . 



ao ) 



I 1 V 

T 7 7 ~ °‘ 
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Il no reste plus que les deux courbures réciproques et — •' 

La première est la courbure du cylindre au paramètre p, et 
son arc est r, ; la seconde est la courbure du cylindre au pa- 
ramètre p^ et sou arc est s. Elles sont aussi les courbures 
propres de leurs arcs; ou, autrement, r, et r' sont respecti- 
vement les deux rayons de courbure des deux trajectoires 
plaues et orthogonales s et s t . 

Parla substitution des valeurs (19) et (20), le groupe (i 4 ) 
donne qualre identités, et les deûx relations 



"I 

ds. 



dl 



ds. 



lesquelles indiquent que les courbures des arcs s, et 5 ne 
changent pas, quand on s’élève sur l’arôte commune à deux 
Cylindres p et p , ; ce qui est évident. Par la même substi- 
tution, le groupe (i 5 ) donne deux identités, et la relation 




' laquelle exprime celte loi : La somme des variations des 
deux cotirbûres cylindriques suivant leurs arcs réciproques, 
est égale à la somme des carrés de ces courbures mêmes. 

Le système habituel des coordonnées polaires planes n’est 
qu’un système cylindrique particulier. Alors, la famille de 
cylindres au paramètre p, se composant de plans méridiens, 
sa courbure «st nulle; on a donc encore 

1 

■ - =0; 

r, • 

la famille au paramètre p se composant de cylindres droits 
concentrique», dont nous désignerons le ravon par ÿ {= p), 
sa courbure est celle du cercle de rayon y, mais' prise néga- 
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livcmonl (§ XXV 111) ; on a donc 

1 • 1 

i* ' ■ y 

Avec ces valeurs particulières, l’équation ( 21 ), r où l’on 
remplace ds par dy, se réduit là l’identité 




Ce qui complète une première vérification des groupes (i4) 

» et ( 1 5 ) - 

§ XLIX. 

SYSTÈMES CONIQUES. 

Dans les systèmes coniques orthogonaux, une des familles, 
■celle au paramètre p t , étant composée de sphères concen- 
triques, dont nous désignerons le rayon par y (= p t ), ses ’ 
deux courbures sont égales entre elles, et à celle d’ün grand 
cercle de la sphère, mais prise négativemei®: on a donc 




De plus, l’arc s, normal aux sphères-étant une ligne droite, 
dans toute son étendue, les deux courbures conjuguées en 
cet arc sont nullcs partout; d’où 

' ■ • * . , • • , * 

(.23) • 4= O. 1 

r r t 

Des deux courbures réciproques - i qui restent à définir, 

la première est la courbure du cône au paramètre p, et 
son arc est s, ; .lu Seconde est la courbure du cône au para- 
mètre p,, et son arc eut s. . , - - 
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Ici, .les deux courbures propres - et - des arcs s et r,, ou 
1 1 P P> 

des trajectoires sphériques orthogonales, ne sont pas repré- 
senléesopar - et elles sont données par les relations 



li 11 




d’après les formules (2a), § XL. 



Par la substitution des valeurs (2a) et (a 3 ), les rela- 
tions (i4) deviennent, en remplaçant ds, parc/-/, 






rf 7 7 r < ' 





La deuxième et la troisième sont identiques. Les deux der- 
nières disent, ce qui est, que la courbure d’une sphère est 
la même en tous ses points. Par une intégration facile, la 
première et la quatrième expriment cette loi, que les rayons 
des courbures coniques r 1 et r, varient comme le rayon y, 
- quand on s’élève sur l’arête commune à deux cônes p et p, ; 
d’après les relations (a4), la même loi s’étend aux rayons 
p et p, 5 cette loi est d’ailleurs .évidente. Des trois relations 
(i 5 ), les deux premières se réduisent à l’identité 
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d -, 

r 

HT' 



et exprime la loi qui régit les variations des courbures des 
cônes p , et p suivant leurs arcs réciproques. 

Le système habituel des coordonnées sphériques n’est 
qu’un système conique particulier. Alors T la famille de 
cônes, au paramètre p, devient celle des plans méridiens, 
dont la longitude est et sa courbure étant nulle 

partout, on a 

i 

? = o. 

La famille au paramètre p, est celle des cônes de latitude 
© ( = ) ; sa courbure, qui est positive, a pour expression 

i tangy 

r i 7 ’ 

Avec ces valeurs particulières, l’équation (a5), où l’on rem- 
place ds, par yda>, et que l'on multiplie ensuite par -/*, se 
réduit définitivement à l’identité 

, d tang o 

,+ tan g 3?= __. 

Ce qui complète une seconde vérification des groupes 
et (i 5 ) . 

§ I- * ' . ' ‘ 

ÉQUATIONS EN «; « ÉTANT x, OU y, OU j. 

Pour achever, ici, la théorie générale des systèmes or- 
thogonaux, établissons ses dernières formules. /Toute coor- 
donnée rectiligne u est une fonction des coordonnées eurvi- 
ligncs ( p , p,, p,). Celte fonction vérifie plusieurs équations 
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aux différences partielles, qu’il importe de connaître, car 
elles entrent comme parties essentielles dans diverses 
questions. 

Là seconde des formules (8), § VIII, donnant * . 

■ t 

d f“ _ y. i du d PJ — u du 
X7 — U ‘ XT’ SZ — h l — » 



du 



d p t du 



d 0: 



si l’on substitue ces valeurs dans l’équation (n), § IX, 
cette équation devient 



(7.6) 



AAJ± d hf± 



h] 



: O, . 



dpi dpj 

ou bien, eu la développant et réduisant, 
( 2 7 ) 



3, 



d' u 



I dlu du i dh, du 

rxx + Txx-o- 



dpi dp; hi dpj d pt hj dp k dpj 

formule qui comprend les trois équations suivantes : 



(28) 



d 1 u l d/i , du j . d/i , du 

dp, dp, Tî,'dp,dp, h, dp, dp, 

d 1 u t ■ dh,du L d/i du 

dp, dp "Th dp dpi h dp, dp 

d’u , i d/i du i dh, du 

.dp dp, h dp, dp h, dp dpj 



— o. 



La première des équations (5), § VI, peut se mettre sous 
la forme 

; s(l£)='. V \ 

et puisque l’on a, d’après le groupe ( 8), § VIII, 

r ' i 

dpi _ du_ ,\ 

i , ki du ‘dpi 

* * , 1 

l'a fonction u doit vérifier l’éqüation aux différences par- 



go V LFXDN& - " ' J 

licites du premier ordre el du second degré 



(29) 



±{ 4 )’- . 



Les équations (28) et (29) sont les seules, réellement dis- 
tinctes el nécessaires, qui régissent la fonction ou la coor- 
donnée rectiligne u. 

§ LL 

DÉRIVÉES DES FONCTIONS u. 

L’équation (29), dilTéreutiée par rapport à p, donne 

d“ du du 

du dk dl , du àk, dù, , du^dj, * 

‘ Tp ~~dp~ Al rfJT, ~df ~ + h dj,~d^~ ~ ° ’ 

V » 

or, il résulte de la troisième et de la deuxième (28), que 
, .du 

‘ ' ■ d t‘ — h,dh du 

dp h dp, dp 



, . du 

dh '7ü. 



h, dh du 
h dp, dp' 



substituant ces valeurs dans l’équation précédente, elle de- 
vient divisible par la dérivée el prend la forme • 

~ (i fi d lt . - 

dp ,,d/i du ,,dh du 

^ ~Â 7T~ j~ Tb A, — - — ; 

dp dp, dp, dp, dp, 

son développement conduit à la première du groupe sui- 
vant : 
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( 3 o) 



I d'u 


1 


dh 


du 


h\ 


dh du 


h] dh 


du 


1 d P\ 


+ h 


dp 


dp 


~ h 3 


dp, dp, 


h' dp. 


dp. 


) d'u 


1 


dh 1 


du 




dh, du 


h' dh 


du 


j W, 




do 


dp, 


~ K 


dp, dp. 


K d P 


dp 


1 d'u 


I 


dh 


du 


h ' 


dh, du 


h ' dh. 


du 



dp', h, dp, dp, h\dp dp h\dp,dp , 



les deux autres s’établissent de la môme manière, en diilë- 
rentiant l’équation ( 2g) par rapport à p,, puis par rapport 
à p*. 

Les groupes (28) et ( 3 o) donnent, à l’aide des trois dé- 
rivées partielles du premier ordre de la fonction il, les six 
dérivées du second ordre de la même fonction. Ils donne- 
raient successivement, par différentiation et élimination, 
les dérivées des ordres supérieurs, toutes exprimées à l’aide 
des trois premières, et cela, par des équations du premier 
degré, quoique l’équation de départ (2g) 11e soit pas li- 
néaire; fait digne d’ètre remarqué. 

Si l’on ajoute les trois équations ( 3 o), respectivement 
multipliées par (A*, h], A le résultat peut s’écrire sons la 
forme 



' (30 




d - u du 


dlog -V 
h\ Aj 


d p' 


dp 


dp t 


d ' u ( 


du 


d ^ITh 




dp, 


dp, 


d' u 


du 

1 


A ^-nr, 



\dp‘, dp , dp. 




mettant le produit AA, A,, ou es, en facteur commun, réu- 
nissant les dérivées partielles de trois produits, Comme on 
l’a fait au § XIV, pour obtenir successivement les for- 
mules (26) et (28) de ce paragraphe, l’équation ( 3 1) de- 
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vient définitivement 



, h‘ du 





ou A f u ■= o. Ce qui devait être, puisque l’auginent de toute 
coordonnée rcctiligue est identiquement nul. 

Particulièrement, si le système orthogonal est triplement 
isotherme, et rapporté à ses coordonnées thermométriques, 
il suit du § XXII que les trois dérivées logarithmiques 
disparaissent de l'équation (3i), laquelle le réduit à 




ou encore A s n=o, d’après la formule simplifiée (36) du * 
même § XXII. On a ainsi une double vérification des for- 
mules (3o), lesquelles sont importantes dans la théorie des 
coordonnées curvilignes. 
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INTÉGRATION DES ÉQUATIONS EN H,. 

Recherclio des systèmes de coordonnées curvilignes. — Recherche du sys- 
tème ellipsoïdal . — Loi d’un système triplement isotherme. —.Exemple 
d'intégration des équations qui régissent les fonctions H,. 



? • ■ S lii. . , 

RECHERCHE D’UN SYSTÈME ORTHOGONAL. 

Dos <[uc l’on se propose de traiter, dans les diverses 
.branches de la -physique mathématique, un corps de forme 
nouvelle, il faut procéder à la recherche d’un système de 
coordonnées, tel que la surface libre du corps, ou ses dif- 
férentes parties puissent être représentées par des valeurs 
constantes de ces coordonnées; tel, en même temps, que 
l’on puisse intégrer les équations générales transformées 
dans ce système, et déterminer les constantes arbitraires 
introduites par l’intégration, soit à l’aide de l'état initial, 
soit à l’aide des équations dites à la surface. 

Or le système nouveau ne peut être obtenu que par E in- 
tégration dirçcte des équations aux diflérences partielles 

qui régissent les fonctions H, ou ^ » en y adjoignant les 

équations qui traduisent les conditions à remplir. Il im- 
porte donc d’indiquer comment peut s’effectuer cette inté- 
gration. Je prendrai pour exemple la méthode qui m’a réel- 
lement conduit aux coordonnées elliptiques ; coordonnées 
que j’ai introduites synthétiquement dans lcà Leçons sui- 
tes fondions inverses. 
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Malgré tous mes efforts pour édifier, après la réussite de 
cette première méthode,' une autre méthode de recherehe 
qui pût conduire plus rapidement aux résultats trouvés, je. 
lie suis jamais parvenu à donner à cette dernière l'apparence 
complète d’un procédé d’invention. Je saisis l’occasion, qui . 
se présente si naturellement, d’exposer la, première et la 
véritable méthode. Cette exposition suppose que le pro- 
blème soit à résoudre 5 elle introduit successivement les 
idées primitives et toutes les idées subséquentes; elle ana- 
lyse les difficultés qui s’offrent à chaque pas, imagine les 
procédés d’intégration qui doivent les surmonter. C’est, en 
quelque sorte , un exemple de la marche que suit tout géo- 
mètre, pour atteindre le but qu’il s’est proposé. 

§ LUI. : 

, ' t , 1 * » ■ •' 

RECHERCHE DU SYSTÈME ELLIPSOIDAL- 

Il faut chercher un système de coordonnées qui permette 
de traiter directement l’ellipsoïde, dans la théorie analy- 
tique de la chaleur; de résoudre d’abord la plus simple des 
questions générales de cette théorie, ou de déterminer, la 
température stationnaire V des points intérieurs d’un solide 
-homogène, limité par un ellipsoïde à trois axes inégaux, 
entretenu à des températures fixes et connues, qui diflèrent 
d’un point à l’autre de cette surface. 

L’ellipsoïde proposé doit faire partie de l’une des familles 
de surfaces conjuguées p, , eu sorte que si X est Ja valeur du 
paramètre p, qui lui correspondra, on puisse prendre l'é- 
quation à la surface sous la forme 

.) • . ’ . 

' (i) i . ’ .. V J= F (p>p.)- 

'La fonction -V doit vérifier l’équation A 2 V ==o qui, étant 
exptîmée en pi, § XIV, se réduit, par la suppression du 
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facteur commun hh, A, , h 



9 5 



(.») 



A rfV A, rfV A, rfV 
A, Ai dp A, A rfp, ^ h fl, do-, 



dp 



dp, 



1p* 



Les seuls systèmes orthogonaux employés jusqu’ici, cl 
qui ont permis de vaincre toutes les difficultés que présente 
l’intégration de l’équation ( 2 ), sont, sans exception, coin- % 
posés de trois familles de 'surfaces isothermes, en sorte que 
la triple simplification définie au § XXII leur est appli- • 
cable. Tout porte donc à penser qu’on n’atteindra le but 
proposé, que si les trois familles du système ellipsoïdal 
sont isothermes. ’ 

Alors, ces trois familles étant rapportées à leurs para- 
mètres thermométriques, on aura essentiellement, § XXII, 



(3) 



A, A, 



dA 

/h h 



<ip 7 dp, 

• - 

c’est-à-dire que si l’on pose 



(4) 



A 

Ai A, 



iQt Al 

A,A 



— P , 



■1 QN 



,Al 

A A, ■ 

d pi 



h t 
h h, 



= l Q] ; 



l étant une longuéur constante et les Q, sans dimension 
géométrique, §XXI, Q sera indépendant de p, Q , de p,\ 

Q, de p, (généralement Q, de pi). Si l’on remplace les //, 

par les —5 les relations (4) deviennent 

' ; : J miiTM . 

•Je ^ •' ■ r - 

5Æ_, 0 . 5^_, 0 . Ïï!_, 0 , 

H -.m. -/Q„ ■ ■B.-yggg^i 

et donnent par une -élimination facile, 









[K 



y; 



(5) H=/Q,Q„ H, = /Q,Q, H»=±/QQ,. 

Enfin , l’équation ( 2 ) , par la substitution des valeurs (4) , 
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prendra la formp simplifiée 



( 6 ) 



rf ! V . rf*V 



Q.11Z = 



§ L1V. 

CAS DU SYSTÈME SPHÉRIQUE. 

I.e système sphérique est un cas particulier qui devra 
pouvoir se déduire du système ellipsoidal. Or il résulte du 
§ XXXUI qu’en prenant les coordonnées thermomé- 
triques 

i r 1 ■ • • > 

,? = ■?> p<*= I — —i pi = -> 

V Je os ? /• 

l’équation A» V = o, correspondante au système sphérique, 
deviendra ^en multipliant par f c ° s ? Jg second membre, 

maintenant nul, de l’équation (33), § XXXIII . 

. * y \ 



(7) 



r 1 rf‘ V H d 3 V rf’V 

7î rf^ + cosî? rf^ = 0 - 



Cette équation doit donc être comprise dans l’équation 
générale ( 6 ). Déjà, puisque r est fonction de p , seul, et eos <p 
de p, , le coefficient du premier ternie de ( 7 ) ne contient pas 
p, celui du second pas p t , celui du troisième pas p s . Mais 
cas valeurs particulières de Q, ? sont incomplètes, en ce sens 
qu’elles ne contiennent pas chacune les deux coordonnées 
que permet le cas général. 

C’est précisément à celte circonstance qu’est due l’annu- 
lation dç trois des six courbures du système sphérique. En 
effet, si l’on substitue, dansjc groupe (i3), § XLVI, aux dé- 
rivées des H, celles des valeurs (5), en observant que tout 
Q,- est indépendant' de p,-, les six courbures s’expriment 
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ainsi : 



( 8 ) 



r* i <IQ, 1 i_ . 1 «*Qi 

7 ~~ îîiQ, lîj ’ P ~ ~ ÜQ^ 777 . 

i i c/Q i i </Q, 

i i , dQ, i_ i dQ 

r, ~ hTqï 77pî’ P~~ HÏQdp/. 
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Et c’est parce que Q, ni Q, ne contiennent p ou i|/, que Q 
ne contient pas p, Ou <j> dans l’équation particulière { 7 ), quç 

les courbures 4 - > sont nulles dajps le système sphé- 
rique. ■ 

' VLY. ' • ' ’ • 



LOI D’UN SYSTÈME TRIPLEMENT ISOTHERME. < 



Or le système ellipsoïdal que l’on cherche ne saurait 
comprendre une famille de plans , lesquels ne pourraient 
tracer, sur l’ellipsoïde à trois. axes inégaux X, ses lignes de 
courbures qui ne sont pas planes. De plus , si les arcs s t i 
intersections des surfaces p et p 1? étaient rectilignes, ces 
deux familles conjuguées ne seraient autres que les sur- 
faces développables formées par les normales à .l’ellip- 
soïde X; et l’on s’assure, §ans grande difficulté, que les 
surfaces de ces deux familles ne sont pas isothermes. Donc 
aueune des six courbures ne devra être nulle, et ïl faut, 
pour cela , que les coefficients Q/ soient complets ; c’est-à- 
dire que Q contienne p, et p t , que Q, 'contienne p, et p, que 
Q* contienne p et p,.' • ; 

Gela posé, lorsqu’on substitue dans le groupe ( 10 J, 
§ XLV, les valeurs particulières (5) des H, , on est conduit 
à une propriété caractéristique de tous les systèmes ortho- 
gonaux triplement isothermes , d'ou résulte une. consé- 
quence importante pour, la recherche actuelle. Le premier 




.<# - '* • 1/FÇOMS j 

membre du la quadruple égaillé (lo) , § XLY . puni être rub» 
.sous la forme , 

* • " *' d / rf.lo gH, 1 rflog 11 \ 

\ ,l ? ''dp, / . , 

. < dp+ ? 

.oi j avec les valeurs particulières (-5), H, ne varie avec o 
Ut H avec p , , qvie par leur facteur commun- Q,. L’expres- 
sion précédente, qui dévient alors . ‘ ; 

• - •{».,.* * . , i, ’ * 

•\* ” d / rflogQ, d!og<j, \ 

; "ï ' -V A ri P 'd p, 1 • . , 

i , • </)>!_ • * 

" • *-*• * • • 

est donc nulle, puisque Q, nç doit pas contenir p,. Ainsi 

les quatre mentbres du groupe dont il s’agit sont tous égaux 
à zéro; et H' én est de même de ceux du groupe (16)* 
§ XLVli, qui n’est que la traduction géométrique du pre- 
mier. ' .... 

D’où résultent, 'pour tout système orthogonal triplement 
isotherme, les deux lois suivantes : Si t on multiplie la 
tontine des deux courbures de chaque surface , par le pro- 
duit de leurs conjuguées en arc, on aura II 1 variation ‘de 
ce dernier produit suivant l’arc normal à" la surface. De 
plus : Si l'on forme le produit des trois premières courbures 
(§ XLYT1), et celui des' trois secondes courbures, la somme 
de ces deux produits est toujours nulle. 

Cette seconde loi résulte de ce que le dernier membre du 
groupe (16), § XL VII, est aussi égal a zéro; c’est-à-dire 
’ que l’on doit avoir, dans le cas actuel , • * 



(9) 



ri r.i. 



O. 



Or, avec les vfTçtlra (5),, les. six courbures ont les expres- 
sions (8); la vérification nécessaire de la relation précé- 



• • 
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dente exige donc que 



( 10 ) 



dQ, dQ c/Q, d Qi dQ, </Q 

dp dp 1 d p, <Zp f/p, <Zp, 



= o, 



et tel est le théorème préliminaire ( 10 ), qu’il importait 
d’établir. Passons aux intégrations. 



§ LV1. 

INTÉGRATION DU PREMIER GROUPE DES ÉQUATIONS EN H ( . 

. Les valeurs (5) doivent vérifier le premier groupe (8) , 
• § XLIII, des équations aux différences partielles qui ré- 
gissent les fonctions H,. La première de ce groupe, qui est 



(-') 



rf 1 H 



i rfH d H, i r/H rfHj 



dp, dp-. H, dp, dp , H, dp-, dp, 



devient, par la substitution des valeurs (5) et la suppres- 
sion du facteur /, 

d( i< _ n d Q, dQ dQ, dQ 

dp, dp, dp, dp, dp, dp, 

9 i , * » ' • • * . 

.1 • - • • • > / * •- 

ou bien , en multipliant par 4 QQi Qs » 

(, 3} = + 

dp, dp, dp, dp, dp j dp, 

- .■ 

On reconnalffacilement <pte cette équation (i3) est véri- 
fiée par les valeurs 



(- 4 ) 



Q J = A' — A; , 
= A’-AS 

Qî = a; — a% 



A ne contenant que p, A, que p , , A. que p, (généralement 
A. que p,-). En effet, la substitution de ces valeurs, dans 
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l’équation (i3) , introduira, le facteur commun 4 A', A* A‘ a 

A' étant la première dérivée de A,) , et en le supprimant 
on aura 

(15) Q’ = Q;-Q l, 

relation identique par les valeurs (i4). On reconnaîtra-, de 
la même manière , que la seconde et la troisième équation 
du groupe (8), § XLIII, sont identiquement yérifiées par 
les H, (5) , quand les Q- ont les valeurs (i4). 

La forme de ces valeurs (i4) est indiquée par la nécessité 
que l’équation particulière (7) puisse être comprise dans 
l’équation générale (6)5 ce qui arrivera, si A et A, dispa- • 
raissent devant A,, si A disparaît devant Aj. Le théorème 
préliminaire (10) , qui est reproduit par les valeurs (i4J, 
explique la diversité des signes donnés aux A ’ ; laquelle est 
d’ailleurs exigée parla vérification qui vient d’être faite, ou 
par la nécessité que la relation (i5) soit une identité. Les 
Q? (i4) devant être positifs, il faut que les inégalités 

(16) • aï > a ;.»> ; • .... 

soient toujours satisfaites. Si l’on adopte A* pour le plus , 
grand des trois carrés, c’est toujours en vue du cas parti- 

» jp» J " v 

culier ^7) ; A’ devant donner - , quand l’ellipsoïde X se ré- 
duira à une sphère. 

J’ai démontré, depuis, que les valeurs (i4) des Q; sont les 
intégrales les plus générales du groupe des trois équations 
aux différences partielles [(1 3 ) et ses homologues] quelles 
vérifient. Mais, sans connaître cette généralité, en regar- 
dant même ces intégrales (t4) comme des intégrales parti- 
culières, l’article qui précède rend^ extrêmement probable 
que ce sont elles qui doivent recélcr le système ellipsoïdal 
triplement isotherme, s'il existe réellement. On peut donc 
passer outre. » . 
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• t 

Pour faciliter les calculs qui vont suivre, il est utile de 
réunir dans le groupe suivant 



(•7) 



V 



Q J ^QM-Qî = o, • 

q j a 3 -q;a; + q;a; = o, 

I Q’A- — q;a; + q;a; = q*q;q j, 

\ Q’ A’ — QJ A' A J -I- Qî A 3 AJ = Q’Q; Q’ , 



quatre identités, dont la vérification est facile, à l’aide des 
valeurs (i4)i la première n’est autre que (i5). 



§ LV1I. 

' . INTÉGRATION DU SECOND GROUPE. 

Les valeurs (5) sont encore régies par les trois équations 
aux différences partielles du second groupe ( 9 ), §XL1V. 
La première de ces équations , qui est 



(. 8 )- 



. r d H j 1 rf H , 
d Hi 7 p, H ~d j 



1 rfH rfH, _ 

U’ dpr, d^—°' 



dp, dp 

. * , 

devient, en y remplaçant les 11, par les valeurs (5), 



d _Q L rfQ, _Q_ dQ , 

(10) Q^Q dp, t Q,Q, dp 
dp, 



Ql d Q ^Q. _ 0 



dp Q’QÎ rf pi 

Il s’agit de substituer, dans celte équation ( 19 ), les inté- 
grales ( 14 ). Bn ne transformant d’abord que les dérivées 
des Q, , on a 

• * 4 " f* - ' • , , 

, A, A', AA' 

** * j f , • ... 

'çfl’ccluai\t ensuite les dernières diflTéreutialiohs et mulli- 
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pliant par QQ, , il vient 



(2l) 



' •(V 

|(A ' 1 1 + A 1 A’J) 

-|( a ” + a a '.)- 



. qkqj-^qVa” 

* Q ï QÏ 1 ’ 
Q’ (Q! -+- 2 Q; 



q: 

q’q; 



q;q; 

a:a'/=<>. 



A 1 A'* 



Dans cette équation (21), qui doit être vérifiée, ainsi 
que ses deux homologues , les Q, sont tous élevés à des puis- 
sances paires; de telle sorte, qu ? en chassant les dénomina- 
teurs, substituant aux Q’ leurs valeurs j( 1 5 ) , et dévelop- 
pant, les trois équations résultantes ne contiendront que 
des puissances paires des A,, les AJ’, et les produits 
A, A". Quant aux coordonnées thermométriques p t , aüx 
véritables Variables indépendantes, elles n’y figurent qu’im- 
plicitement par les dérivées A’ , AJ. Or il est évîdentquc la 
vérification de semblables équations lie peut être obtenue 
qu’en exprimant. les AJ J par des polynômes à puissances 
paires de A'. Ori doit donc poser 

* i ■ . *•* - t ‘ 

( 2 *) A ' 3 = iw,--+* «.Aj’-t-^/A,’ ■+■'. • • , 3, 

et diflérentiant, divisant par 2 AJ facteur commun, puis 
multipliant par A, , on aura * . . * ... / 

(?3) A, A"^=/j, A; -4- 2 /j, A’ 4 -. .. , 3. 

? *; *" 

La substitution de ces valeurs (22) et (a 3 ) , dans les trois 
équations (21) développées, les réduira à ne contenir que 
des puissances entières des AJ ; et l indépendanceTelaliVe, 
de ces trois fonctions de variables diflérentes, exigera l'an- 
nulation de tous les termes, à l’aide des trois séries de coef- 
ficients indéterminés (w,, 
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• r § LVIII. ' : * • ' 

» * • » 

• • FORME PROBABLE DES INTÉGRALES, v 

Au Jieu d’entreprendre une opération aussi prodigieuse- 
ment longue, on peut, d’après certaines propriétés des 
fonctions A,- et A \ , assigner d’avance lçs valeurs probables 
des coefficients (;n, : , «/, p , composer, en quelque 

sorte de toutes pièces, Un groupe (22) qui reproduise ces 
propriétés, et constater ensuite que le groupe - ainsi obtenu 
vérifie les équations (21). Telle est la marclip que nous al- 
lons suivre. . - 

D’après la symétrie complète des équations qu’ils doivent 
vérifier, lés polynômes (22) doivent être composés d’un 
même nombre fini de termes; de plus, les coefficients de 
leürs termes correspondants doivent avoir les mêmes va- 
leurs absolues, avec une diversité de signes qui soit en rap- 
port avec celle des A, 3 dans les QJ (14). Dr, comme on va 
le voir, le nombre commun des termes ne saurait être infé- 
rieur à trois, et il peut n’être que trois. “ 

Les inégalités (16), exigées par la réalité des fonctions Q,-, 
doivent subsister quelles que soient les. Valeurs, complète- 
ment indépendantes des A 3 . Pour qu’il cp soit ainsi , il faut 
qu’il existe entre Aj et A’ une certaine constante, infran- 
chissable pour A j quand il descend, pour A’ quand il 
monte; il faut qu’il existe pareillement entre A* et A’ une 
autre constante, nécessairement plus petite que la pre- 
mière, qui soit infranchissable pour A 3 quand.il descend; 
pour A 5 quand il monte. De ces. deux constantes j qui 
servent de limites, et en quelque sorte de bornes^ aux 
excursions dp A 3 , la première peut être prise égale à l’u- 
nité, et A’ représentant la sbeande sera nécessairement 
moindre que i. En résumé, le groupé des inégalités (1.6) 
doit être complété de cette manière . 
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Cela pose, Ja fonction AJ étant nécessairement supérieure 
à A* et inférieure à l’unité, le produit (AJ — A *) (i — AJ) 
devra rester essentiellement positif; et il suffit de l’égaler à 
A', 5 pour que la fonction AJ soit analytiquement assujettie 
à rester entre ses deux limites; puisque, en deçà et au delà, 

A', et par suite' p, , seraient imaginaires. La fonction A* 
devant être toujours inférieure à A’, AJ'toujours supérieur • 
à l'unité, on aura le groupe suivant-; 

I À"= (A 3 — A») (i — A») = A 3 — (i -+- A 3 ) A 3 -t- A*, 

A ', 3 = (ÂJ— A?)'(i - AJ) — — *■ + (. + A 3 ) AJ - AJ, 

A'/ = (AJ - A 3 )(Aj - i) = A’- (i -t- A 3 ) AJ + AJ, 

qui satisfait à toutes les conditions de limites, de réalité et 
de symétrie, imposées aux A/ et aux A' 3 . En opérant sur ce 
premier groupe, comme on l’a fait sur la valeur géné- 
rale (22) pour obtenir l’équation (a 3 ), on en déduit le sui- 
vaut : 

I AA" = — (i-I- A 3 )A s + 2 À‘, 

A, AJ =t ( t -f- A 3 ) AJ — 2 AJ , . 
a,a; = -.-(. + a 3 )aj-h2a;. 

. , § LIX. ' 

vérification du second groupe . 

Il faut maintenant constater que les groupes conju- , 
gués (a 5 ) et (26) vérifient l’équation (21). Remarquons d'a- 
bord que si l’on ajoute les valeurs (a 5 ) respectivement 
multipliées par (Q’,QJ,QJ)< on aura simplement, d’a- 
près les trois premières identités (17), 

- « . ' 0 * ' . 

( 27 ) Q*-A' 1 -t- QJ À',* H- QJ A',’ == Q s QJ QJ. 

1 • 

Caries dernières valeurs ( 25 ) des A,, substituées dans le 
premier membre' de (27),. donneraient le fnêfae résultat 
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qu’en ajoutant les premiers membres des trois pre- 
mières inégalités (17) respectivement multipliés par 
[A-, — (n- A’ ),■-+- 1].}. 

si r on- substitue, dans le dernier terme du premier 
membre de (21), aù facteur Ql A',% sa valeur déduite de 
( 27), ce dernier terme deviendra 






Cette substitution faite, si l’on met A',* en facteur com- 
mun, ainsi que A'*, le premier membre de {21) prendra la 
forme • , 



■(28) 



A’. /Q;a; a; q: 2Q;aa 

1 \Q 2 Q5 . Q 2 Q; . .. Q! / 

~ a „7Q*a’ .'a; q> >,q»a»\ 

\q:q; qî qï • q; J 

qu;» 



q; a, A' ^ Q ! AA" 

Q 2 • 



et il s’agit de constater que ce premier, membre, ainsi trans- 
formé, est identiquement nul. 

Les parenthèses des deux premières lignes se simplifient 
singulièrement. Considérons celle de la première : les deux 
premier? termes, réduits au même dénominateur et réunis, 

, . a* . . 

donnent simplement — > d’après la seconde identité (17};. 

”î . 

. A* * ' « ‘ 

ajoutant le troisième terme, on a simplement ~ , d’après la 
valeur (i 4 ) de Q 2 ; joignant encore la moitié du dernier 
termeavecson signe, on a — d’après la seconde (17). 

. '3 ' *■_* 

La première ligne se réduit donc à 

. ( Q 3 a’h-q;a ;) •• 



- . • q; 

Une suite d’opérations tout à fait semblables réduit la $fc- 
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ronde ligne à 



(Q;AÏ-t-Q>A=) 



- Substituant la somme do ccs deux Valeurs, et reniai- 

> \ ' l - * 

'quant que Q 3 „ étant égal à (A.; — A*), le groupe." ( aa ) 



• donne 



’A'.’-f- A ' 4 , ,, 

=(« + *») -a»- a;, . 



l’expression totale (28) , multipliée par Q’, devient 

* ' 
(q>a»^q;a;|[>* + a; -(.+ /»)] . ' . 

•+“ (Qï a, A” — Q 1 AA") -+-.QÎ a;, . 

ou; mettant Q 3 en facteur commun, ainsi que'Q 4 , substi- • 
' tuant aux produits A, -A', AA", leurs valeurs-^), et rc- 
. (luisant, > ' " 

-Qî (a 5 aî — a;)-4-q j (a>a;t- a>) + q;a 3 , 

■ ou encore, puisque (A 3 — A 4 ), facteur des deux paren- 
• , thèses, est égal à ( 3 3 , ■ - 

• ' Qî (-QÎ A î -f-Q 3 A ! -t-QÜA 3 ), 

c csl-à-dire zéro, d’après Ja seconde identité (17). . , 

•’ S'-ii. V //' 

RÉSGMÉ DES DEUX INTÉGRATIONS. 

L'équation (21) est donc vérifiéo par les fonctions A, que 
définit le groupe { 2 5 ) . D’après. la symétrie de ces fonc- 
tions qui correspond à celle des O 3 (14 ), il en sera de même 
,dps deux autres .équations homologues; d'ailleurs, leur vé- 
• • rificdtion direete s’obtient de la même -manière, avete quel- 
ques différences 'de signés dans les' opérations. Ainsi, en 
exprimant les Q. (i. 4 ) par les A, ( a 5 )', les valeurs ( 5 ) * 
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correspondent, à un système orthogonal triplement iso- 
therme, vérifient les six équations â,ux différences -par- 
tielles régissant les fonctions H,. - 

..J’ai encore démontré, depuis, que les valeurs (i. 4 ) des Q„ 
exprimées par les A, (a 5 ), sont les intégrales les plus géné* 
raies des trois équations qu’elles vérifient {^{19) et ses ho- 
mologues]. IVJais ne lussent-elles aussi que des intégrales 
particulières, les considérations si précises qui conduisent 
à la formation directe du groupe (a 5 ), s’ajoutent à toutes 
les précédentes, pour rendre encore plus probable, que nous 
'•n’âvons pas quitté la voie qui doit aboutir au système el- 
lipsoïdal triplement isotherme. 

Cette assurance était, nécessaire, car la recherche entre- 
prise est loin d’être terminée. Une autre intégration est 
indispensable, pour reconnaître et définir le système ortho- ■ 
gonal que recèle le groupe (20). Il faut essentiellement 
exprimer ce système en coordonnées rectilignes, ou déter- 
miner les fonctions u qui lui correspondent, à l’aide des 
quatre équalions aux différences partielles (28) et (29) du 
.§ L. Tel sera l’objet de la prochaine leçon,, dans laquelle 
nous prolongerons la série actuelle de numéros d’ordre, 
pour les équations et leurs groupes, afin de faciliter les 
renvois. 

Quant à la leçon actuelle, deux observations la résument 
en quelque sorte. Il s’agissait de déterminer, sous certaines 
conditions, trois fonctions H, de trois variables p,-, régies 
par six équations aux différences partielles, du second or- 
dre, simultanées et non linéaires/ Or, ce problème d’ ana- 
lyse, qui eût certes paru inabordable, étant considéré iso- 
lément, se trouve résolu sans grande difficulté, quand on né 
le détache pas de la question qui l’a posé, et qui indique elle- 
même la marche à suivre. Et cette méthode d’intégration, 
qu’on peut appeler naturelle, introduit essentiellement des 
fonctions A, inverses des variables indépendantes p,. 
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Vuilà un nouvel indice de cette loi, si souvent mani- 
festée (par la Géométrie appliquée de Monge, daps la 
Mécanique céleste, en Physique mathématique), que le 
problème de l’intégration des équations aux différences 
partielles, a autant de genres de solutions qu’il existe de 
sciences distinctes réclamant son intervention. Loi qui ex- 
plique les difficultés qu’on rencontre, quand on essaye d’at- 
teindre toutes ces solutions par une seule et même mé- 
thode. On pourrait même en conclure l’impossibilité d’une 
telle généralisation. 
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SEPTIÈME LEÇON. 

* ‘ , * 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS EN //. 

~ r ' t ^ .* 

Suite de la recherche du système ellipsoïdal. — Elcmplc d’intégration des 
équations qui régissent les fonctions u. — Détermination des trois fa- 
milles de surfaces conjurées. — Développements des fonctions inverses 
des coordûtn nées. 

• t ' y . 

, S LXI. /. * . 

COURBURES DU SYSTÈME ELLIPSOIDAL. ■ * 

f 

Avant de procéder à là dernière intégration, indiquée à. _ 
la fin de la leçon précédente, plusieurs préparations sont 
nécessaires. Les valeurs ( 25 ) donnent les A’ par des pro- 
duits de radicaux-; il convient d’exprimer ces radicaux sé- 
parément, en les considérant comme des fonctions des p, ,, 
en quelque sorte conjuguées des A,. Posant donc 



■A J =B, \/i — A 5 = C, 



( 2 9 ) 



( v'*’- 

j v'a;— / 2 =b„ y i— a; — c„ ' | 

' ( v'a;— ** = b„ v'a 2 - i =c„ 



• « 

i* > * 

v, %r. 

* • l 



-A|| i V 
î ' -- 7 



\ 



on déduit du groupe ( 25 ) le suivant : 



h 



( 3 o) 



*.-£-**• 



T- 



et lés coordonnées thermonaélriques, qui sont les véritables 



• « 
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. » 7 * ✓ » 

■variables indépendantes, s’expriment par de.s intégrales, â 
l’aide des À,, de, la manière suivante t. - 



(3.) 



' ?■ 





r A ri a 


P = 


Jo BC 




r K , fi a. 


pi — 


1 B ' c ' 




r A > ftàtf 


pi = 

« 


J, BlC, 



• ‘ 



Ce qui montre clairement que les- (A,, B,-, C,) sont' trois , 
fonctions inverses de la coordonnée fi. 

Les six courbures du système orthogonal actuel sont faci- " 
lement assignables. 11 suffit de substituer, dans le groupe (8), 
les dérivées des Q, (i4)> en y remplaçant lps A; par leurs 
- 'valeurs (3o), ce qui donne , > 



•(3 2 ) 



i- i ' 

7 



ABC _i_. 

HQ’ ’ t" : 

Ai B t Ci t 
H, Q’ ’ 

A, B, C, i 



AB.C 
*" hq; 

A, B, C, 

h,q; ’ 

. Ai B, C, 



\r,. H, QÎ H, Q ! 

Ces six courbures reproduisent très- nettement la relation 



■y —o, 



' r'^r, -r"r, 

source du théorème préliminaire (io). [Les H,, ayant les 
valeurs (5), introduiront, aux dénominateurs des six cottr- 
bures, la ligne /; ce qui était necessaire, puisque les autres 
facteurs n’ont pas de dimension géométrique. ] Le groupe 
(3a) est fécond eh conséquences ; pour le momènt, nous ne 
citerons que les suivantes. *. w - 
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. § lxu. ' :•*’ . 

CHOIX DES COORDONNÉES RECTILIGNES. 

• ». * .*# * 

D’après les limites des intégrales ( 3 i) : i°quand la coor- 
donnée p est égale à zéro, la fonction. inverse A est nulle; 

J 

alors les deux courbures , -j, ( 32 ) s’évanouissent; la 

surface au paramètre p = o est donc plane ; 2° quand la 
coordonnée p, est égale à zéro, A, est égal à k, par suite la- 
fonction inverse B, est nulle; alors les deux courbures 

- ( 32 ). s’évanouissent ; là surface au paramètre p, = o 

est donc plane; 3 ° quand la coordonnée p, est égale à zéro,. 
A 2 est égal à l’unité, par suite la fonction inverse C, est 

nulle; alors les deux courbures -, 4 ( 32 ) s’évanouissent ■ 

. 7 r, ' ’ 

la surface au paramètre p s = o est donc plane. 

Les trois plans représentés par les équations 



> = o, 



,=o, 



pi=o, 



sont orthogonaux, comme étant trois surfaces individuelles, 
appartenknt respectivement aux familles conjuguées. On 
peut (on dort même) les choisir pour les plans des coor- 
données rectilignes u; ils seront alors représentés par les 
équations nouvelles et correspondantes ' 



x=z O, 



y — o, z = o. 



■' § LXIII. 

INTÉGRATION DES TROIS PREMIÈRES ÉQUATIONS EN u. 

p 

Passons -maintenant à l’intégration des trois équations 
aux différences partielles (28), § L, qui régissent toute 
coordonnée rectiligne u, considérée comme fonction des 
coordonnées curvilignes p,. La première, en y remplaçant 
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les hi par —•> se met sous la forme 
d 1 u 



dp, dp. 



rflogH, du rflogH.rfa 
dp, dp, dp, . dp, 



Puisque les H, (5) ne contiennent les p, qu’implicitemeril 
par les A,-, il péut en être de même de la fonction «. Alors, 
chaque dérivée en p, pourra. être remplacée. par celle eu A, 
multipliée par A',. Faisant ce changement, et supprimant 
le facteur commun A\ A',, l’équation précédente devient 



(33) 



d? U d log H , dit 

rfA,rfA , 



rflog H, du 



d A, d A, d A, dA, 

Les expressions (5) dopnent immédîatemerit 

rflog H, rflogQ A, 

dA, dA, Q’’ 



rf log H,* rf log Q 



A, 

Q' 



> rf A, rf A, 

• En y substituant ces valeurs, et la multipliant par Q* rem- 
placé par sa valeur (t4), l’équation (33) est définitivement 
rf’a 



(34) ' (a;— a;) 



rf A, dA, 



_du .du 

A-— ■+ A, -r— — O. 
uA| # d A 2 * 



On intégrera cette équation linéaire aux différences par- 
tielles, et ses homologues, par le procédé général adopté en 
physique mathématique. Ce procédé consiste a composer la 
fonction intégrale d’une suite de termes simples, vérifiant 
tous et séparément les équations à intégrer 5 et quand il 
s’agit d’une fonction-de-point, chaque terme simple est le 
produit de quatre facteurs, le premier étant une constante 
arbitraire, les trois autres ne variant chacun qu’avec l’une 
des coordonnées . ' ■ , * 

On posera donc. * 



(35) 



§GFF,F,; 
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G étant la constante arbitraire; chaque facteur F, ne va- 

y s ^ . ' 

S »’ • . «■ \ ‘ * f - 

indiquant, ici, la sommed’un nombre 

de termes semblables, qui jjcut /être infini, fie terme simple 
de (35), substitue dans l'équation (34) qu’il doit vérifier, 
donnera • ' 




A niîL^'l 

- 'WA.’rfA, 



A,F, 



r/F, 

</ A, 



Ait, 




ou, par une transformation facile, Jes deux premiers mem- 
bres de l’égalité multiple /'• , ■ \ ] - 



(36) 




A, F, 
' K 



A? 






‘ (F| étant la dériyée de F, en A,). Si, au lieu- de l’équa- 
tion (33), -on prenait surcessivemept ses deux homologues, 
on trouverait que le troisième membre de (36) doit être 
égal, soit au premier, soit au second! Ainsi,. l’égalité mul- 
tiple (3(>) indique, à elle seule,. que Je terme simple vérifie 
les trois équations à intégrer. 

Les trois premiers membres (36) ne pouvant contenir, 
chacun qu’une des trois vat iables p„ différente de l’un à 
l’autre, leur valeut commune est nécessairement une con- 
stante e. Les équations différentielles (36) peuvent se mettre 
sous la forme • 




A,</A, 
A/ — « 



v** 




et, à un facteur, constant- près, leur intégration donne 
F, — v^t (A; — , 3;. • 

• V ; * 

avec ces valeurs, l’intégrale générale (33) devient » 




11^ ••• . ’ ..<• I,K$0#S ' ’• ' . - • 

(en plaçapl la •-constante Ui:bï lraïr«* sous lu radical, îifiu du 
pouvoir lui donner un signe tel, que' eu radical soit toujours . 
réel )i Tulle est la valeur générale de toute coordonnée ruu- 
' lil igné «, exprimée à 1 aidé des paramètres p, du systènie'or- 
. iliogonal actuel,, et vérifiant lu groupe (28), § L. , • 

- ” - V s 

§ lxiv; ; ;; • ’ /\. 

* VALEURS DES FONCTIONS «. ’• 

Or : 1" Si « est la coordonnée x définie au § LXII, tous 
• les termes, do u (87) doivent s'annuler pour 0=5 o ou pour 
A = 0; il faut donc que la constante g soit nulle partou t ■_ 
ce qui donne à la coordonnée x la forme . 

(38) ■ ^ ’ m.v ==J AA, A,; 

-, v . * ■ ' l ■ •' J./v ' ; ■ . 

■.en remplaçant g par la ligne /, divisée par un coeffi- 

•/ , * ( * • * , -*t 

.cient numérique ni'. 3? Si u est la coordonnée .y définie au 
§ LXII, tous des termes dc ( w (37) doivent s’annuler pour 
p, f= o'ou pour A, = h ; il faut donc que la .constante e s. 6 it " 

' partout égale à k* : ce qui donne à la coordonnée y Ta 
■ Tonne 



ny = /BB, B,; 



t en remplaçant — ë l 131 ’ la- ligne - Z 1 , divisée' par un 
* ' *' • • 
coefficient numérique //. 3 ° Si u est la coordonnée z définie 

au § LXII. tous Tes termes de u (37) doivent s'annuler pour 
A s == 1 ; il faut donc que la constante e soit partout égale à 
l'unité: ce qui donne à la coordonnée z la forme 

(38") ' •’ ( pz =c /CC.C, ; ' 

oir remplaçant \fg par la ligue l divisée par ipi.coefficitni 1 
■ numérique p- . 1 ' ,• ■ \ 
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- • § lxv: 

VÉRIFICATION DE LA QUATRIÈME ÉQUATION EN u PAR .r. 

Mais les nombres (m, n, p) doivent avoir des valeurs 
déterminées, car le système orthogonal actilel ne doit ren- 
fermer' d' autre constante àr)ritraire que la ligne/, et les axes 
' rectilignes choisis ont des positions complètement assignées 
parce système. Or, il existe une quatrième, équation'aux 
différences partielles, que toute coordonnée rectiligne ti, 
considérée comme fonction des p,, doit essentiellement vé- 
rifier. C est l’équation (ag), § L. qui, en y remplaçant les 

h‘ Par jf’ l es H; par leurs valeurs (5), devient ' . . 

' '<*»» ' 

; ‘ ’ • . . . 

C’est donc la vérification indispensable'de cette équation, 
assez compliquée, qui doit assigner les valeurs dés nombres 
constants (m, n, p), lorsqu on y substituera successivement 
à n ies valeurs tro'uvéès des (.y, y , 4 s). .■ ■ ■ * 

S’il s’agit de x, la valeur (38) transformera ainsi l e- 
• quation (3g), > 

»(4o) Q 3 A'’A’ À’ -+-.Q* A', J A’ A J -t- Q] A'^A 1 A( = m’Q’Q;' Q, 

[et ron_çemarfjuera la^disparition du facteur commun l i , 
laquelle n’aurait pas lieu, si la ligue / des H, (5) était dififé- 
rente de celle des u (38)]. ' 

Désignons respect! veinent par M,, M,, IN les premiers 
membres des deux premières et de la quatrième identité (i ”)• 
On voit, sans peine, qu’en, substituant, dans le .premier 
membre de (4o), les dernières- valeurs de A’’ ('z5), il se 
réduira à 



( 4 /) 



X* N H- A’ A ; A | M ? - ( i + *’>*1 



8 .. 
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et M,, M. étailt nuis, taudis que N est égal au produit des 
Q,', l'équation (4°) donnera simplement, en supprimant 
re produit devenu facteur commun, 

(4?)-/ /»» — X-, . 



ou la valeur de A'* quand A = o. On peut adopter /q — / , 

ce qui ne fait qu’assigner le côté des x positifs. 



§ IX VI. 

FONCTION INVERSE DOMINANTE. 

* V * V 



TVlais, quand il s’agiT dc y.et de z, leurs.. valeurs (AS*) .et 
(38") fransforment successivement l’équation '(3p) de ces 
deux manières 




Q 3 B' ! B; B J -f- Qj B', 3 B] B 3 +- Q’ B 1 , 3 B 3 B( 

q 3 c' 3 c( c( -+- Q( c', 3 c’ c 3 -t- q; c , 3 c 3 c; 



= " ! 'q’q:q^ 

=/>’Q’Q;Q;; 



cl si l’on entreprend de déterminer les constantes. « 'et />, 
<>ii stil>stituant, dans ces équations, aux (B, 5 , B) ! , G’, G* * ) 
leurs valeurs en AJ, on n 'arrive au but qu’après des calculs 
beaucoup plus longs et plus pénibles que celui qui précède. 
Tandis que si l’on adopte, pour fonctions inverses domi- 
nantes, au lieu des A,, les B, quand il s’agit de y, les G, 
quand ibs’ agit de z, on obtient les valeurs de n et de p aussi 
facilement que celleale m. 

Celte circonstance s'ajoute à beaucoup d’autres, pour 
montrer que, dans chaque groupe (A,, B,, Ct) } les trois 
fonctions inverses ontla même importance ; qu’elles doivent 
être employées simultanément, et surtout que l’on doit 
'pouvoir, suivant les cas, prendre J’une quelconque d’entre 
elles pour la dominante. Il suffit d’ailleurs de grouper un 
petit nombre de formules, pour que les- propositions éta- 
blies au point de vue des A,, Je soient à celui des B/et à 
celui des C, . 



. ■ * 




• I ' 
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Si l’on introduit le complément de À’ q l’unité, en posant 

( 44 ) , =*'?;• 

« . 1 • 

•les valeurs (29) donnent les relations 

, A 2 -+- B J = X», A J + C’ = 1 , C’ — B 5 ^= X y! ; 

145) a;-b; = xs b;+cî.= x'’ ; . 

, ( a; - b; = *% a;-- c; = t , Bf- c; = t* ; 

'. ** ' * ' * 

qui, permettant d’exprimer, les A), spit par les B", soit par 

les C), transforment ainsi les Q- (t 4 ) 



m 



Q’ = b; i- B;=^C’ + c;, 
q;- b; +B 1 =c; -i-ç j , 

QJ = B; H- B- =(? — C;. 



Ces nouvelles valeurs des Q? vérifient les identités 



(47) 



q’b=-hq;b’-0;b; = o, 

-Q'C’-rfQ^+QjC^u, * 
Q’ BJ B; -h Qï B* B 5 — Ql B 1 . B J = Q 3 Q 3 Q;, . 
— q j cî c* + q;c^c j -+- q; C* C] .= Q 3 Q; <&• 



DilVérentianl les relations' (45), remplaçant lés A- par 
leurs valeurs (3o), et réduisant, on a 

* • ' 1 • s 

- * » 4 •, 

<7 R AC 

= — AB; 



(4») 



</B 


- CA , 


d C 


d 0 <7 


dp 


il B, _ 


C, A I, 


dC , 


dp, ~ 


dpi, 


d b , 

dp-, 


CiA„ 


dC t 

dp, 



= — A, B, , 
“ . AjBj. 



7 



-'Enfin, si l’on élève au carré ces dérivées B' et C’ , et si, à 
l’aide des relations (45), ou substitue les. Q et les Al en B; 
'dans les B' ! , les A; elles B) en C/, dans les C/*, on obtient 
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les deux groupes suivants : 

» « • « , . ’ I * * • 

! B'’ = (j V* B ! ) (A 2 — B 2 ) = ; A 2 A " -+- (A 2 — A' 2 ) B 2 — B‘, 

'(4g) BV = (A'«- Bj) (A 2 + B;)= A’ *'*t4'(**- A' 2 ) BJ- B{,. 

I B’/ = (BJ - A' 2 )'(A 2 -+- B J)‘= — A? A'» -t- (A- 2 — A' 2 ] BJ + BJ, , 

■ TC ' 2 = (i — C 2 } (C 2 — A") = — A ' 2 -t- (•! -f. A' 2 )C 2 — C* , 

.» ‘(5o) Cf,V=,(i - ej)(A-' 2 — C|)= A *' 2 — ( i H- A' 2 ) Ç"—t— C‘> 

! c/ = (i -t- c;) (A/ 2 — cj) = a-' 2 -h (.i. '+ *»’) cj + ej, 

qüi correspondent au groupe (a5) des A' V 

t * 

§ LXVli. 

VÉRIFICATION PAR./ ET PAR .i', . ■ . 

♦■Maintenant, on voit facilement qu’eu substituant, dans 
le premier membre de la première (43), les dernières va- 
leurs des B'* (4 9 ), il se réduira à l’expression 

A 2 A ' 2 N -/ B 2 BJ BJ [(A 2 — A' 2 )M, — M,], . 

homologué de ( 4 t)î Mi étant encorele premier membre.de 
la première (17 ), mais M* celui de la première (4?)i et N 
celui de la troisième. Or M, et M, sont imls, tandis que IN 
est .égal au produit des Q’ ; ce produit devenant donc fac- ' 
teur commuiv, la première (43) donnera simplement 

• ( 5 1 ) « 2 = A 2 A' 2 , 

• . ,* ■> ' . * 

ou la valeur de BJ % quand. B, = o, On peut adopter 
n =,•+• h À', ,en assignant ainsi le côté des j positifs. 

Pareillement, si l’on substitué, dans le premier membre . • 
de la seconde (43), les dernières valeurs dés C’ * ( 5o), il se 



réduit à 



A ' 2 N + C 2 CJ CJ' [<t + V } ) M, -h M,], 



; m, restant toujours le meme, mai* VI, étant ici le premier 
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membre de la seconde ( 47 ), N celui de la quatrième. Alors, 
Mi, M, étant nuis, JN égal à Q 2 Q, Q’, la seconde (43) di- 
visée p«r ce produit donne simplement 



(5a) . 



P *- k '\ 



ou la \aleur dé G , 1 quand C, == o. On peut adopterpi-t-A', 
ce qui assigne le côté des z posi tifs... ' • . < * • 

• ’ / . . ■ < 

§ LXV1II, 

* • . *' * ' ■ • * , j . 

Familles du système ellipsoidal. 

Ainsi, il n’y a plus ni indétermination, jii ambiguité. 
Les valeurs des trois coordonnées rectilignes, exprimées à 
‘ l’aide des paramètres tbermométriques c, du système ortho- 
gonal actuel, sont -données par les formules* . . 



(53). 



k-r = /AA, A, , 
■ kk’y =r-/BB,B. , 
k’z = /CC,C : . 



Mais quelle» sent les trois familles de surfaces conjuguées, 
de ce système triplement isotherme? 

Si nos prévisions se réalisent, l'ellipsoïde A doit faire 
partie de la famille au paramètre p t . Pour obtenir d’équa- 
tion générale de cette famille, il faut éliminer, entre les 
liquations (53), les fonctions inverses des deux autres para- 
mètres p et p t , en se servant .des relations (45). Or les 
équations (53) donnent . , . i 

I . , î 

(54) J + gr + ^ = j^S*' * A î -I- B ’.*î + *’ c» c;), 

, ' . . ' - • ' r • _ * 

et la parenthèse du second membre, en y substituant les'. • 
valeurs des B? et des C/ en. Ai déduites des (45), devient 
d’abord, " 

• •^ I A I A;-4-(* 5 -A»)(A>Xt)q-/,»(l_A*)(i— . 
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là, le coefficient total du produit A* A; est (à' 1 — 1 +A*), 
ou zéro, .d’après (44)'î I e coefficient total de la somme 
(A*-|-A|) est ( — A’d-Â*), ou zéro; il ne reste donc que 
les termes indépendants- des A/, qui, réunis, sont ( — A 4 -4-A*) , 
ou k* (i— A’), oü enfin k 1 A 7 ’, d’après (44)- 
.. Substituant cette valeur définitive à la parènlhèse dü se- 
cond membre de (54)j cette équation, qui ne contient plus 
que p t , et qui représente conséquemment, la famille de Sur- 
faces dont cette coordonnée est le paramètre, devient la 
•première du groupe final r l " ... 




Les deux autres équations sont celles des deux autres fa- 
milles, et s’obtiennent de la même manière, en. éliminant, 
successivement, entre les (53), les fonctions inverses des 
paramètres p t et p, puis celles des paramètres p{ et p*. 

11 est donc bien vrai que la famille au paramètre p t con- 
tient un ellipsoïde, puisque toutes -ses surfaces sont des el- 
lipsoïdes. De plus, les deux autres familles se composent 
d’hyperboloïdes à une nâppeet à deux nappes-, en sorte que 
toutes les surfaces conjuguées. sont du second ordre. L’éten- 
due et la simplicité .de ccjs résultats étaient imprévues. La 
réponse faite par l’analyse est plus riche que la question 
posée; il en est toujours ainsi quand on la' prend exclusi- 
vement pour guide. -, 

Telle est, en réalité, la marche rationnelle qui m’a con- 
duit aux coordonnées elliptiques. S’il s’agissait de résoudre 
un autre problème de même nature, de trouver h; -système 
de coordonnées relatif à d autres corps que l'ellipsoïde; ou 



. • 
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-, défini par dè$, conditions différentes, il faudrait sans doute 
reprendre la même marche : déterminer des fonctions H, 

' qui,' satisfaisant aux nouvelles conditions, puissent vérifier 
les six équations âUx différences partielles, régissant ces 
premières fonctions; puis déterminer des fonctions «, vé- 
rifiant les quatre équathyis aux difïërences'parlielles qui 
régissent ces secondes fonctions, quand on y a substitué les 
valeurs trouvées des H,. C’est-à-dire, intégrer successive- 
ment neuf équations aux différences partielle^ du second 
ordre, et une du premier; toutes simultanées et non li- 
néaires. Problème qui parait inabordable dans son énoncé 
général, et qui peut cependant se résoudre sans de grandes 
difficultés, lorsqu’on le traite particulièrement, et qu’on 
énumère, à chaque pas- franchi, les propriétés analytiques 
et géométriques qu’il signale, afin qu elles puissent venir 
en aide pour franchir lé suivant, 

. . . § LXIX. 

• * • DÉVELOPPEMENTS DES ;A,, B„ G,). 

«. * # # * , f 

Lorsqu’une recherche do physique mathématique exige , 
l’emploi du système ellipsoïdal avec ses coordonnées ther- 
mômétriques, il n’est pas indispensable de connaître toutes 
les propriétés des fonctions inverses (A,, B,, C,-) ; même 
; s'il s’agit du problème général énoncé au § LEU, et dont la ’ 
solution est exposée dans les XVIIl’ et XIX' leçons sur les ' 
fonctions inverses. Tout l’espace est occupé par les trois 
famillçs.de surfaces conjuguées, avee des. valeurs des para- 
mètres comprises entre des limites telles, qne la plupart de , 
ces propriétés 11e s’y manifestent pas. Il sifffit de- savoir 
quelles sont les limites, en quelque sorte géométriques, 
des p t1 et de pouvoir calculer approximativement les (A,, 

B,, C,) qui correspondent aux valeurs dos paramètres rom- * 
prises entre rcs limircs. . . j 
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les h. par — * se met sous la forme 
H,* 



r/ j « 



t/p, rfp. 



</ log H, d u 

dp, dp, 



d log H, du 
dp, . dp. 



Puisque les H, (6) ne contiennent les p, qu’ implicitement 
par les A,-, il péut en être de même de la fonction u. Alors, 
chaque dérivée eu p,- pourra. être remplacée. par celle en A, 
üiultipHéc par A' . Faisant ce changement, et supprimant 
le facteur commun A' A',, l’équation précédente devient 

d' u <flogH, du rflogH, du 

dA, dA, 



(ta) 



dA,dA , d A, dA, ' dA, dA, 

* ’ \ • . 

Le? expressions (5) donnent imm&lïatemeitt 

rfiogH, rflogQ A, 
dÀ, ' ~ dA, ~ + Q ,! . 



d log H ; * d log Q 



A, 



dA, dA, 

• En y substituant ces valeurs, et la multipliant par Q* rem- 
placé par sa valeur (t4)> l’équation (33) est définitivement 

(34) ' (a;-aî) d ' u 



.du . du . 

dA,dA, ' dA,^~ ' dA, 



On intégrera cette équation linéaire aux différences par- 
tielles, et ses homologues, par le procédé général adopté en 
physique mathématique. Ce procédé consiste à composer la 
fonction intégrale d’une suite de termes simples, vérifiant 
tous et séparément les équations à intégrer; et quand il 
s’agit d’une fonction-de-point, chaque terme simple est le 
produit de quatre facteurs, le premier étant une constante 
arbitraire, les trois autres ne variant chacun qu’avec l’une 
des coordonnées . 1 - , * 

On posera donc. • 



( 35 ) 



«=gGFF,F,; 
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G étant la constante arbitraire; chaque facteur JF, ne va- 

S «* . '• * t 

indiquant, ici, la soinmed’un nombre 

de termes semblables, qui peut être infini. lie terme simple 
de (35), substitué dans l’équation (34) qu’il doit vérifier, 

' donnera • 1 . 

‘ ‘ d A i d A 2 ' d Ai * a A 2 *, » 

, i ‘ » . * i ■ ‘ * .* , ' 

■ ou, par une transformation facile, les deux premiers mçm- 
bres de l’égalité multiple ■ , l . ' * v \ . - 

“ (36). " .AÎ-.^=A|.- r 

- . , . • V * • * / 

' (F', étant la dériyée de F, en A,). Si, au lieu de l’èqua- 

tion (33), on prenait successivement ses deux homologues, 
on trouverait que le 'troisième membre de (36) doit être 
égal, soit au premier, soit au second! Ainsi,. l’égalité mul- 
tiple (36) indique, à elle seule, que le terme simple vérifie 
les trois équations à intégrer. 

Les trois premiers membres (36) ne- pouvant contenir, 
!. chacun qu’une des trois vatiables p,, différente de l’un à 
Lautre, leur valeur commune est nécessairement une con- 
stante e. Les équations différentielles (36) peuvent se mettre 
sous la forme • , . ' ' * 

■d¥ i Ai cl Ai 

T' = Â^r ? ; 

et, à un facteur, constant- près, leur intégration donne 
F,-= \/±(A?— e), . , 3;.' 

W • . ' . * 

avec ces valeurs, l’intégrale générale (33) devient t 
(37) ' h = § VV (.A* — e) (A’ — e) (A£— e) 



; • « * X " 
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(én plaçapl la 'constante Arbitraire sous le radical, afin de 
pouvoir lui donner un signe tel, que' ce radical soi t loti jours _ 
réel ). Telle est la valeur générale de tonte coordonnée rec- 
tiligne u, exprimée à l aide des paramètres p, du systènieor- 
, iliogonal actuel, , et vérifiant le groupe (28), § L. , • 

' • ' . V’* "* § LxlY: ■ 

VALEURS DES FONCTIONS «. ‘ 

Or : t" Si u est la coordonnée x définie au § LX1I, tous 
• les termes.de u (3j) doivent s'annuler pour o ou pour 
A=‘o; il faut donc que la constance e soit nulle partout - 
ce qui donne à la coordonnée x la forme . 

(38)’*. ■ ' »i.v l AA, 'Ai ; 

V ' ' . , \ ‘ 

■.en remplaçant \ig par la ligne /, divisée par un coçfli- 

.rient numérique m. 3". Si -u est la coordonnée jr définie au v 
§1X11, tous des termes de u ' (37) doivent s’annuler pour 
p, == o ou pour A, = f> ; il faut donc que la constante e spi t ' 

■ partout égale à k* : ce qui donne à la coordonnée y fa 
forme . , ■ * • . • 



(38') 



ny — /BB, B,; ■ 



en remplaçant — g par la. ligne 1 /*, divisée par un 

coefficient numérique' n, 3° Si u est la coordonnée z définie 
au §LXir : tous les termes de u (3j) doivent s'annuler pour 
Ai== • ; il faut donc que la constante e soit partout égale à 
l'unité: ce qui donne à la coordonnée «la forme 

,( 38") ' . , pz rc / CC,:C, ; ' ;> 

en remplaçant ^ \fg par la ligne l divisée par un.coellicieiii 
utfriu’rique p.. . 
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§ LXVI : 

r . ‘ • . * • - ; . 

VÉRIFICATION DE LA QUATRIÈME ÉQUATION EN // PAR .r. 

Mais les nombres (m, «, p) doivent avoir des valeurs 
déterminées, car le système orthogonal actuel ne doit rcn- 
. fermer' d’ autre constante arbitraire que la Hgne, /, et lps axes 
rectilignes choisis ont des positions complètement assignées 
parce système. Or, il existe une quatrième. équationaux 
différences partielles, que toute coordonnée rectiligne h, 
considérée comme fonction des p,, doit essentiellement vé- 
rifier. C est l’équation (ap), § L. qui, en y remplaçant les 

hi par — , et les HJ par leurs valeurs (5), devient ... 

» • 1. . ' 

C’est donc la vérification indispensablc’de cette éqüatiou, 
as, scz compliquée, qui doit assigner les valeurs dés nombres 
constants (m, n,p), lorsqu’on y substituera successivement 
à 11 les valeurs tro'uvéés des z). ■ ■ 

S’il s’agit de .r, la valeur (38) transformera ainsi l e- 
• quation (3c>), > 

,.( 4 o) <J>A'*AÏ À* aVA’A'+Q! A^A’A^m’Q’QÎQ* 

• * 

[et I on remarfjuera la-disparition du facteilr commun /*, 
laquelle n’aurait pas lieu, si la ligue l des H, (5) était dillé- 
rente de celle des 11 (38)]. ' • 

Désignons respectivement par M), M,, IN les premiers 
membres des deux premières et delà quatrième identité ( 17 )* 
O 11 voit, sans peine, qu’en substituant, dans le jnemier 
membre de (4‘>), les dernières- valeurs de A' * ( a5), il se 
réduira à 



( 4 .-) 



A* N h- A* A;A*-I M: — (I + 

, * <3 

> . • , * 



8 .. 



. * . f 
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et M 1^, M, étarit nuis, tandis que M est égal au produit des 
Q, J , l'équation. (4p) donnera simplement, en supprimant 
ce produit devenu facteur commun, 



( 4 ?) 



»ï- — k\ 



ou la valeur de.A'* (juand A == o. t)n peut adopter nf — 4~ / . 
ce qui ne fait qu’assigner le côté des x positifs. 

FONCTION INVERSE DOMINANTE. 

/ • \ , > 

Al ais, quand il s’agit de y .et de z. lcurs^valetirs (AS'). et 

( 38 ") transforment successivement l’équation (89) de ces 
deux manières 



, Q’ B' 1 B;’ B’ -t- Q’ B', 5 fl’ B r 
Q3C' ! ‘C;C; + Q;C', ^ C^C , 



q’b; 2 b ! b; = /> ! q’Q’Q’, 
Q’ CV C 5 C’ ==/» J Q’Q’ Q,; 



et si l’on entreprend de déterminer les constantes n "et />, 
en substituant, dans ces équations, aux (B 7 , Bj *, G*, C) * ) 
leurs valeurs en A’, on 11’arrrve au luit qn’après des calculs 
beaucoup plus longs et plus pénibles que celui qui précède. 
Tandis que si l’on adopte, pour fonctions inverses domi- 
nantes, au lieu des A,, le$ B, quand il s’agit de y , tes C, 
quandibs’agil de z, on obtient les valeurs de n et de p aussi . 
facilement que celle<le ni. 

Cetlè circonstance s ajoute à beaucoup d’autres, pour 
montrer que, dans chaque groupe (A,, B,, Ci), les trois 
fondions inverses ontla même importance ; qu’elles doivent 
être employées simultanément, et surtout que l’on doit 
pouvoir, suivant les cas, prendre JVne quelconque d çntre 
elles pour la dominante. II suffit d’ailleurs de grouper un 
petit nombre de formules, pour que les propositions éta- 
blies au point de vue des A,, Je soient à celui des B, ; e( n 
celui des C,- • 
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Si l’on introduit le complément de À* l'imité, en posant 

(44) ; . i — /’ = 

•les valeurs ( 29) donnent les relations v 

, A 1 + B 2 — /», A* + C> = 1; C 2 - V'j ' 

(45) a;--b; = x», a;-h c;== 1, B»+ei.=±>;, 

. ( Ar-BJs=*‘, A'— C.; = 1, B^-C’ ==*'*; 

* * • , 

qui, permettant d’exprimer. les A), sôil par les B;, soit pat- 
ios €/, transforment ainsi les Q; (14) 



! Q’ = Bj^ B;=±C*-t-CJ, 
q; = b; 7 t-B i =c) -t-ç ! , 



, ( Q) = B) -t- B- = C 2 — C|. 

' ' , * ' ' ‘ - • _ 1 

Ces nouvelles valeursdes Q, 2 vérifient les identités 



(47 ) 



Q’B»+Q;B; -Q:;B; = o, 
^Q’Cm-Qic: +q;c) = o, ' - 

Q 2 B) B; -f Q) B 2 B 2 — Q) B 2 B J == Q" Q; Q 2 , , 

— Q 2 C) c) + q)c;-c j + q 2 c> c; — q* q; qï- . 



Diilérentiant les relations' (45), remplaçant les A) par 
leurs valeurs (3o), et réduisant, on a 



Enfin, si .l’on élève au carré ces dérivées B| et C) , t*l si, à 
faide des relations (45)> on substitue les Ç’ et les A,' en B, 
'dans les R' 1 , les A; et les B, 3 en C ], 'dans les C/, on obtient 



7 / 



* * / 


r/B 

i dp ~~ 


- CK T 


d C _ 
dp ~ 


— AB; 


1 


(48) 

r » " 


] dh,_ 
i dp 1 


C, À,, 


de 
dp t ~~ 


l 

— A, B, ; ' ' 






f • 

\ dp, ~ 


Ca A,, 


dC, _ 
dp, 


A 5 B 2 . 


* 
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les deux groupes suivants : > 

« • ■. • * i •, * ( . • 

; B'I = (/,'■> -+- B* ) (X 2 — B 5 ) = X* X' 1 h- (X 1 — X' 2 ) B s — B*, 

'(49)' B ',’ - (*' J - B l) (** + »î)= *’ p)B\— b;, . 

' '' rB;> = (B; — x.'»)‘(x j 4-b;) , =— x?x'»4-(x«— x'vbî + b;, 

■ . . • s 

• (C' s = (i — C 2 }(C J — X'*)= — X' J -|-(| + X'^C 5 — c*', 

’(5o)j c, v = (i - e; ) ( x' s — c;) = v’-{i +x'>)c;'+c;, 

!c/= Û + CÏ)(V*-CÎ)* (-1. '-t ;i x , *)C’4-Cî, 

qui correspondent au groupe (a5) des A’ ’.' 

» • 

§ LXVII. 

VÉRIFICATION PAR r ET PAR 

*• Maintenant, on voit facilement qu’en substituant, dans 
le premier membre de la première (43), les dernières va- 
leurs des B'* (49 )j >1 se réduira à l’expression 

X J i' î N4.B J B’BJ[(X J — X 7J )M, — M,], . 

homologue de (4 l )$ Mi étant encore le premier membre.de 
la première (17), mais M* celui de la première ( 47 )) et N 
celui de la troisième. Or M, et M, sont nuis, tandis que K 
est .égal au produit des Q; ; ce produit devenant donc fac- 
teur commun', la première (43) donnera simplement 



’ ( 5 1 ) 



«> = X* X' J , 



Ou la valeur de B 1 ,*, quand B, = o, O 11 peut adopter 
n M 7 , eïi assignant ainsi le côté des J positifs. 

Parcillemept, si l’on substitue, dans le premier membre - • 
de la seconde (43), les dernières valeurs dés C'-’ (5o), il se 
réduit à 

N + C* Cî Cj'({i + J?) M; + Mi), . . 

M, restant toujours le même, mai.-, \I, étant ici le premier 
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membre de la seconde (47)* N celui de la quatrième. Alors, 
Mm M, étant uuls, IN égal à Q 2 Q; Q’, la seconde" (43 ) di- 
visée par ce produit donne simplement i ' 



( 52 ) 



P > =± k'\ 



ou la valeur de G, 1 quand C a == o. On peut adopterp==-(-A', 
ce qui assigne le coté des z positifs.- ' > > 

’ / . . , t . 

§ LXV1II. 

FAMILLES DL’ SYSTÈME ELLIPSOIDAL. 

Ainsi, il ny a plus ni indétermiiration, ni ambiguité. 
Les valeurs des trois coordonnées rectilignes, exprimées à 
’ l'aide des paramètres thermométriques p, du système ortho- 
gonal actuel, sont données par les formules- . , 



(53). 



( 



kx = / AA, A, , , 
kk' y 

k'z — ÏCC.C,. 



Mais quelles sont les trois familles de surfaces conjuguées, 
de ce système triplement isotherme? • • 

Si nos. prévisions se réalisent, L'elljpsoïde A doit faire 
partie de la famille au paramètre p t . Pour obtenir J équa- 
tion générale de cette famille, il faut éliminer, entre les 
équations (53), les fonctions inverses des deux autres para- 
mètres p et p ,, en 6e servant .des relations (45). Or les 
équations (53) donnent. , . • - 



154 ) 



A) 



ZI 

B’ 



& * -t- b j b; -+- è*c»c;). 



et la parenthèse du second membre, en y substituant les; 
valeurs des B? et des C] en A! déduites des (45), devient 
d’abord. 

* ’ fA'* A 2 Aj -H (A 5 — A a )(A*-*- k*) +• X’(i — Â*l"( !• — A'j)]; 
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là, le coefficient total du produit A ! A; e&t(A /! — i -+-A*), 
ou zéro, .d’après (44)?î le coefficient total de la somme 
(A* -F- Aî) est ( — A'-d-ft*), ou zéro; il ne reste donc que 
les termes indépendants des A, ? , qui, réunis, sont ( — Æ‘-4-A*), . 
ou A* (i— À*), oü enfin A* k'*, d’après (44)- 
v Substituant cette valeur définitive à la parenthèse du se- 
cond membre de ( 54 ) j cette équation, qui ne contient plus ' 
que jO,, et qui représente conséquemment la famille' de Sur- 
faces dont cette coordonnée est le paramètre, devient la 
première du groupe final i ■' . . 




Les deux autres équations sont celles des deux 'attires fa- 
milles, et s'obtiennent de la même manière, en. éliminant 
successivement, entre les (53), les fonctions inverses des 
paramètres p, t et p, puis celles des paramètres et p t . 

Il est donc bien vrai que la famille au paramètre p, con- 
tient un ellipsoïde, puisque toutes -ses surlaces sont des el- 
lipsoïdes; De plus, les deux autres familles se composent 
d’hyperboloïdes à une nâppe et à deux nappes ; en sorte que 
toutes les surfaces conjuguées. sont du second ordre. L’éten- 
due et la simplicité de ces résultats étaient imprévues. La 
réponse faite par l'analyse est plus riche que la question 
posée; il en est toujours ainsi quand on la' prend exclusi- 
vement pour guide. 

Telle est, en réalité, la marche rationnelle qui m a con- 
. (luit aux coordonnées elliptiques. S’il s’agissait de résoudre 
un autre problème de même nature, de trouver le -système 
de coordonnées relatif à d'autres rorps que l’ellipsoïde; ou 
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défini par dëS.conditions différentes, il faudrait sans doiile 
reprendre la même marche : déterminer des fonctions H, 
' qui,' satisfaisant aux nouvelles conditions, puissent vérifier 
les six équations a'Ux différences partielles, régissant ces 
premières fonctions ; puis déterminer des fonctions u, vé- 
rifiant les quatre équations aux différences'parlielles qui 
régissent ces secondes fonctions, quand on y a substitué les 
valeurs trouvées des H,-. C’esL-à-dire, intégrer successive- 
ment neuf équations aux différences partielle^ du second 
ordre, et une du premier; toutes simultanées et non li- 
néaires. Problème qui parait inabordable dans son énoncé 
général, et qui peut cependant se résoudre sans de grandes 
difficultés, lorsqu'on le traite particulièrement, et qu’on 
énumère, à chaque pas franchi, les propriétés analytiques 
el géométriques qu’il signale, afin qu elles puissent venir 
en aide pour franchir lé suivant. 



... § LXIX. 

DÉVELOPPEMENTS DES (A,, B,, C,). 

0 s , ' » 

Lorsqu'une recherche de physique mathématique exige, 
l’emploi du sÿstème ellipsoïdal avec ses coordonnées ther- 
mOmétriques, il n’est pas indispensable de connaître toutes 
les propriétés des fonctions inverses (A ; , B,, C,) ; même 
. s'il s’agit du problème général énoncé au § LUI, et dont la 
solution est exposée dans les XVIII e et XIX e Leçons sur les * 
jonctions inverses. Tout l’espace est occupé par les trois 
familles.de surfaces conjuguées, avec des. valeurs des para- 
mètres comprises entre des limites telles, que la plupart de . 
ces propriétés ne s’y manifestent pas. Il suffit de- savoir 
quelles sont les limites, en quelque sorte géométriques, 
des p f , et de pouvoir calculer approximativement les (A,, 
B,) C.) qui correspondent aux valeurs des paramètres com- 
prises entre ces limites. - . . _ , j 



Digitized by Google 




4*'*) , . P [t- 44X 1 ^-t-. 1 6X l< ) 



ia3 




k 



(24 ■ i ' J.EçOîfS 

La fpuille B contient toutes les formules qui -sont alors 
nécessaires. D'ans le tableau I, les p, sont exprimés par des 
intégrales, en A pour p, en B| pour.p r , eu Çj pour p, ; de 
telle sorte que la limite inférieure de chaque intégrale soit 
zéro; les trois fonctions inverses sont remplacées sous le 
signe somme par la même variable f,-ct ne figurent qu’aux, 
-limites supérieures des intégrales. Quand ces limites sont, 

'h pour A, À' pour B l5 l’infini pour Cf, les p, ont atteint leurs 
dcrnièrçs valeurs représentées par ta,. 

Ces dernières valeurs ta, sont des nombres qui dépendent • 
de la constante A ! ; la formule II donne le développement du- 
nombre ta en A*; on l’obtient facilement à l’aide de l’inté- 
,grale définie elliptique, dans laquelle gt se transforme, et 
qui est placée, à la fin de la première ligne du tableau I. On 
établit, par la transformation des intégrales définies ps„ que 
n s = a, et. que ta, = ta'; o-' étant ce que devient ta quand 
■on y change en A'*. , ! 

Les tableaux 111, IV et V contiennent les prentiers termes 
des développements que donne la série deMaclaurin, pour 
les neuf fonctions inverses (A,, B,, C,). 

Dans le système ellipsoïdal exprimé par ses coordonnées 
lliermométriques, on peut n’admettre que les valeurs des 
paramètres p, comprises entre — ta, et 4- ta,. Alors les six 
fonctions inverses (B, C; C,, A,; A>, B t ) restent constam- 
ment positives, tandis que les trois autres (A, B,, C s ) pren- 
nent le signe de leurs variables. D’après cela, il résulte' du 
groupe (53) que x change de signe avec p par A, y avec p, 
par B,, z avec p* par C t . A l’origine Odes coordonnées, les 
.'p* sont nuis ainsi que les u. . 
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HUITIÈME LEÇON. ■ 

• SYSTÈME ELLIPSOIDAL. . • - 1 

* v ' t . » '■,.*•( > ' * 

* ■ ' ' - „ 

Définition géométrique du système ellipsoïdal.— Sa généralité et scs va- 
riétés. — Courbures des surfaces* courbures propres dés arcs d’intersec- 
tion leurs - relatrons. — Lois particulières; familles de surfaces secon 
daires. 



§ J xx. 

• i . . r% * t 

SA DÉFINITION (iÈOMÉTRÎQUJi. 

Le système ellipsoïdal étant tel, qiV aucune des six cour- 
bures n’est généralemeul nulle, pourra servir, mieux que 
celui des coordonnées sphériques, à vérifier, et même n 
étendre, les lois qui régissent les surfaces orthogonales. Là 
définition géométrique complète du nouveau .système, ne 
peut donc que faciliter ces applications. , 

Les relations (45), § LXM, expriment que les trois fa- 
milles de surfaces dn second ordre (55), § LXYIII, sont * 
-homofocales, c’est-à-dire que leurs sections principales ont 
les rfiêmes foyers.- Portant, de part et d’autre de l’origine O, 
sur l’axe des x, d’abord OF et OF' égales à /, ensuite O f et . ' 
> Of' égales à W; sur l’axe desjy, D.f et O.ff égales à A'/; les 
points F, F', f^ f', 9 a 5 ', sont les six foyers constants, tous 
situés dans le plan des xy. 

L’ellipse dont les axes sont F' F, §' .f, et qui a consé- 
quemment pour foyers f, f, est appelée V ellipse focale , 
parce qu’elle concentre, dans sa propre définition, les six 
foyers constants du système. L'hyperbole j située dans le . 
plan des zx,xlont les.sonunels sont f et f 7 , et les foyers F et 
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F-, est appelée /'hyperbole ombilicale , parce qu’elle (race, 
sur chaque ellipsoïde du la troisième famille, les quatre 
points connus sous le nom d’ombilics. s ' . 

La première et la dernière surface de chacune des trois , • 
familles p,- sont planes. Le plan des yz appartient entière- 
* ment à la, première surface p. Le plan des zx'ç st partagé,, 
entre la dernière surface' p, et • la première surface p,’ par 
l'hyperbole ombilicale. Le plan des xy est partagé, entre la 
dernière surface p,„et la première surface p, par 1 ellipse 
. focale. La sphère de rayon infini est, en totalité, la der- 

" ni ère surface p,. • • 

• .* 

• On obtient une définition géométrique claire, rapide et 
complète» du système ellipsoïdal, en se plaçant sur la pre- 
■ l inière surface d'une des trois familles, qui se meut et se 
déforme, de maniéré à sè superposer successivement sur 
toutes les autres surfaces de la même famille; jusqu’à la 
dernière; puis,' en passant sur le même plan, et par l'inter- 
médiaire, soit de l’hyperbole ombilicale, soit de l'ellipse 
focale, à la ‘première surface d’une autre famille, qui se 
’ meut et se déforme à son tour. 

La famille d hyperboloides à deux nappes au paramètre p, 

* commence par la surface p = o, ou par le plan desjyz dans . 
toute son étendue» Ce plan se dédouble dans Te sens des x, 
de manière à former deux nappes, qui s'éloignent et s’inflé- 
chissent en sens opposés; celle de droite prend les valeurs 
positives du paramètre p, celle de gauche les valeurs néga- 
tives. En continuant à s’éloigner et à s’infléchir, plus dans 
le 1 sens des y que dans celui tfos z, les deux nappes mobiles, 
après avoir balayé tout l’espace, aboutissent aux parties 
intérieures de l’hyperbole ombilicale ; là, le paramètre p 
atteint ses valeurs limites ± et; en sorte que la dernière 
surface de la première famille est une. plaque hyperbolique 
à dénx nappes.; ' • ' • . .. 

La parti*» du plan des r.r, extérieure à l'hyperbole otn- 



I. ' 
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bihcalé, forme la pi aque hyperbolique à une nappe, pre- 
mière surface delà seconde famille, on le paramètre o, est 
zéro. Cette plaque se dédouble dans le sens des r, de ma- 
nière à former uji hyperbbloïdc à une nappe, qui s’ouvre et 
s'infléchit de plus en plus; la partie qui s’ouvre en avant 
du plan des zx prend les valeurs positives du paramètre e, , 
celle qui s’ouvre en arrière les valeurs négatives. Les som- 
mets de l’ellipse de gorge marchent de f et f' vers r et F', 
de l’origine O vers» et 3. Quand celte ellipse se confond 
avec l’ellipse focale, la nappe mobile, qui a balayé tout 
l’espace en s’infléchissant, se couche définitivement sur le 
plan des’j^, et forme la. plaque indéfinie à vide elliptique, 
dernière surface de la seconde famille, où le paramétre î, 
atteint ses valeurs limites ± n'. , . 

' ( t J 

• La partie du plan des xy, intérieure à l’ellipse focale, 
forme la plaque elliptique, première surface de la troisième 
famille, où le paramètre p, est zéro. Celte plaque se dé- 
double dans le sens des z, de manière à former un ellip- » 
soïde d’abord très-aplati, et qui, en s’agrandissant et se 
gonflant de plus, balaye encore tout l'espace, pour aboutir « 
.à la sphère de rayon infini, dernière surfacède la troisième 
famille, où le paramètre p , atteint ses Valeurs limites zh us; 

■ t la partie supérieure au plan des xy ayant pris les valeurs , , 
positives de p la partie inférieure les valeurs négatives. 



§ LXXI. . .. ’ • 

V 4 

SES LIMITES ET SES VARIÉTÉS. 

Le système ellipsoïdal, qui v:ent d être défini géométri- 
quement, est loin d’être unique, comme le système cylin- 
drique des coordonnées polaires, on comme le système 
cptiique habituel des coordonnées sphériques, lesquels rès- 
tent constamment et partout les mêmes. Pour la même 
grandeur de la ligtio /, il existe, en réalité, autant de svs- 
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tèmcs ellipsoïdaux différents et non superposables, que de 
valeurs fractionnaires comprises entre zéro et l'unité, suc- 
cessivement assignées à la constante A, pu au rapport des 
demi-distances focales O f et OF. De plus, à la même valeur 
de A, ou du rapport de Of à OF, correspondent une infi- 
nité de Systèmes semblables, mais non superposables, qui 
diffèrent entre eux par la grandeur de la ligne l oy de la 
demi-distance focale OF. 

Lorsque. I restant le même, on prend la limite A as o, ou 
qu'on annule la demi-distance focale Of, on a le système 
particulier des ellipsoïdes planétaires, dont les trois fa- 
milles sont : celle des plans méridiens au paramètre azi- 
mutal o; celle des hyperboloïdes de révolution à une 
nappe, au paramètre p, -, et celle des ellipsoïdes de révolu- 
tion autour du petit axe de leur ellipse méridienne, L’hy- 
perbole ombilicale se réduit à l’axe polaire des'z; l’cl- 
lipse focale, au cercle lieu géométrique des foyers constants, 
des sections méridiennes des deux dernières familles. 

Lorsque, / restant encore le même, ou prend la seconde 
limite A= i, ou qu’on égale la demi-distance focâle O f à 
OF, on a le système particulier des ellipsoïdes ovaires, 
dont les trois familles sont : celle des hyperboloïdes de ré- 
volution à deux nappçs, au paramètre p ; celle'des plans 
méridiens, au paramètre azimutal p, -, et celle des ellip- 
soïdes de révolution autour du grand axe de leur ellipse 
méridienne. L’hyperbole ombilicale se réduit aux deux 

. » y- 

parties de l’axe polaire des x, situées en deçà de F', et au 
delà de F. L’ellipse focale se réduit à la droite comprise 
entre les' deux points F et F', seuls foyers constants des 
sections méridiennes de la première et de la troisième fa- 



mille. ' . . • . ; 

Pour tons les systèmes ellipsoïdaux semblables, corres- 
pondant à la même valeur de k, et à dès grandeurs diffé,- 
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rentes de la ligne l, les cônes asymptotes des byperboloïdcs 
homofocaux à deux nappes et à une nappe forment deux 
familles orthogonales de surfaces coniques du second ordre, 
lesquelles restent les mêmes pour tous les systèmes sem- 
blables. A la limite de l = p, ces cônes s’associent avec la 
. . famille de sphères concentriques, pour composer un sys- 

tème orthogonal couique et triplement isotherme, .tangent 
vers l’infini à tous les systèmes ellipsoïdaux correspondant 
à la même Valeur de h . ... 

Les deux systèmes coniques, tqngenis vers l’infini' aux 
systèmes des ellipsoïdes planétaires et ovaires-, ne sont 
autres que le système, conique habituel des coordonnées 
sphériques. Lequel semble se présenter, à la fin decettc énu- 
mération de tous les systèmes nouveaux, nés de la même 
recherche, comme pour noirs rappeler qu’au départ ses in- 
dications ont puissamment contribué à la faire réussir. 



■ S LXXII. 

3 > . 

COURBURES DE SES SURFACES. 

Étudions maintenant les courbures du système ellip- 
soïdal, prie dans toute sa généralité. Si l’on pose, pour 
simplifier j 




ABC _ A, B, C, _ _ A. R. C. 

Q. Q. ~ ’ Q. Q " QQ. 






les six courbures des surfaces conjuguées 
ait § LXI, peuvent s’écrire ainsi : 



a exprimées 




•V 
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Les courbures des hyperboloïdes à deux nappes sont posi- 
tives, celles des hyperboloïdes à une nappe de signes con- 
traires, celles des ellipsoïdes négatives, conformément à la 
. règle du § XXVIII. 

Les courbures sphériques -des trois familles de surfaces, 

lesquelles sont aussi leurs courbures paramétriques, de- 
viennent alors 

/ _L . 1-1 _ G Qr + Qr ' ■ ‘ 

i ^ / Q;Qî ’ 

( 3 ) ! ^%T- q -V 

f •**_*_ G, Q’+Q; 

.1 r, Z a,’ l Q*Q; 

Les différences et les produits des deuïe courbures de 
chaque surface p, s’expriment plus simplement encore, 
'(car on a, en se rappelant la première identité (17), 

SLVI, 

,1 1 _ G Q 1 1 _ G* - 

i 7 ~ s - I qTq;’ ~ 

) j J_ _ g 1 _Q^_ I _ g; - .- 

W t qTT r\r , v tJÎ Q»’ 

fj._A_G._Q; _L _ Gj 

\ * »v /q’q:’ r,/, 

• Désignons par y, le rapport des deux .courbures de ]a 
* surface p,, ou celui de leurs rayons, 011 aura 

■ : ' .. oi, > •• " 

• =•■ * k 7 q; 

■ . (S) ■ ■ ^ • :h= 7l =-gi, 

‘ ' f /, •••' Q» 
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‘ ' * , 
et la première ideDtité (17), § LVI, donne aisément •• 

■ i . ^ • , * 



7i- 



7> 



( 6 ) 






7 m — = »• 
7t ‘ 



Si dope on suppose *que le rapport y soit connu, les deux 
autres Vapports auront les valéurs 



(7) 



.1 ,7—1 

7r= —■> 72 = - ~i 

• — 7 - 7 



qui reproduisent la relation fondamentale (9), § LV, sous 

la forme • . ' ' 

w ' „• * 

« (8) 77>7* + 1 = 

S ' r ~ 

Étant déduites des deux dernières ( 6) , et vérifiant la pre- 
mière, les deux seules équations (7) remplacent les quatre 
(6) et (8). Ainsi j'il suffit de ^connaître le rapport'y des 
■deux cqurbures de l’hyperboloïde à deux nappes, qui passé 
en M, pour en. (Jéduire immédiatement ceux y,, y,, des 
courbures de l’hyperboloïdc à Une nappe et, de l'ellipsoïde, 
qui passent au même point.' ' 

. § LXXIll.; . : * ’ i.'. 

... . . SES FAMILLES SECONDAIRES, 

’ Avant de passer aux courbures' propres dés arcs j,, quel- 
ques préparations sont nécessaires. Soit posé, pour simr 
plifier, . 

/ A '+Ü + ^ = K, ' 

'(9) AÎAJ-F-A’jA’ + A’A^P, 



A* A! A? 



'M 



-A.; 1 

-ir.fe'" ■ . 
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d’bù, lion conclut les autres sommes symétriques 
('?) "' 



A‘4-A; 4- A‘, — R : — ’aP, 

A‘4-A;'4-A*= R 3 — 3PR 4- 3ll. * 

• ’ * * ' . . 

Si l’on prend, aux relations (45), §'LX\I, les B, et, les 
C’ en. A), on obtient les développements • . 



(«•) 



B’B; B 3 == k* — R k' 4 - P*»—; n , 
C’C;c; = — i -+-.R — P 4-ïl. 



Ajoutant au premier le produit du second par k se rappe- 
lant que (i— A’j égale k 1 ', et remplaçant R par La somme 
.des A.Von arrive aisément à . . * . 



(12). 



/PA’A;a 3 



- b ! b; b; 



i’CC; C’ 
= P à'* [ a 1 -k(a; — **) 4- (A’ — 1>]. 



Ajoutant encore, au premier développement (u), Je pro- 
duit du second p’ar A 6 , on trouve 



•<i3) 



.« kpbk\K+*'KVirk'oi\c\ 

| k’' [— i’R 4- (t+ *’) P— 3nj. 

• • ' • *■ . * • # ’ ' S 

Si l^on divise ces deux équations (t 2 )"et (i3) par K* k'*, 
tes valeurs (53), § LXVIÏI, permettent de les écrire ainsi : 



’ A» 4- B’ -t-C’ — R — (i'+ k-) =.& , 



• C'4) 



\k n x'+j'+k'V _ 



( 14 - A 1 ) P — A’R — 3ri == ft, * 



. • • • • • , * • r ' • 

k et’ fi représentant ce’s valeurs symétriques. La première 
(i4) donne irçs-simplement, à Laide des 'nouvelles coor- 
données, 'le carré de la distance â l’origine O ; cette exprès- - 
siôn se réduit à péro, quand les trois', paramètres^, son t nuis ; 
ce qui devait être. La seconde (i4).peut être cônsjdéréç 
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comitie représentant une famille ■Secondaire d’ellipsoïdes 
semblables, au paramètre p; c’est-à-dire que toute quantité, 

_ qui’Jiedèpendra que de p, sera la même pour tons les points 
de chacun des ellipsoïdes de cette famille. , 

. / . § IXXTV - ; 

' 4 - ' SES RELATIONS SYMÉTRIQUES. 

Par là substitution, des- R* et des C, ? , donnés en A,’ par 
les relations (45), § LXVl, on a les développements 

/ * • v * .. t 

I A 2 B 2 C 2 = A s — (r-H A 2 ) A* H- A 2 A 2 , ' , 

a; b;c; = ^ aï+(« + a’jajI* a 2 a?, . ■ . . 
a;b’c’ = Aî-fi+i’iAj + i^? 

V * 

d’où l’on déduit, à l’aide des formules (io), et de la pre- 
mière (g). 



6 •( • a 2 b 2 c 2 -a;b;c; + a;b;c; 

^ | = (R 3 — 3PR-+-3n)— (i-M-*)(R 2 — 2 



(R 3 — 3 PR -h 3 n)— ( i -M 2 } (R 2 — 3 P) -4- A 2 $ = 

J m représentant cette nouvelle somme symétrique. D’après 
les valeurs (i) des G., cette relation (i6>) peut se mettre, 
sous la forme ' ■ 

(16 bu ) *g 2 q;q;-g;q;q* + g;q 2 q; = w . 

Les Q; cxpririïés en A] donnent aisément 

I ' , « » • . k ' 

. |q;q;= .a* + 2a;a;-p, 

(y) . !' ^q= = '-a;-2a;a 2 *-p, 

2 A 2 A J — P, 



j X 

* . U j q: = 



d : on l’on déduit, en multipliant respectivement ces rela- 
tions par les A,’, 

/ '• A' = A 2 QîQ J ,+ PA 2 — 211, 

,0»)ï.V -V l -At = A;Q;Q 2 - PA^ a .n, ; ' v , 

V ( A* = Aj Q 1 Q<+ Pa J — 4 n . .. 
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* Si l’ou additionne ces trois valeurs (t8), respectivement 
multipliées par les Q-, les identités (17), § LVI, donnent 
pour la somme 



( 1 9 ) 



Q> A« — q; a; -+- Q’ Al = Q’ Q* q; R. 



Additionnant de la même manière, ou àvec les mêmes fac- 
teurs, les développements (i 5 ), on a, par les mêmes iden- 
•tités et par la relation (19),* 

/ 2ol |a>b=c>q>+a;s;c:q; + a; b; c ’ 3 q; * 

1 • ~Q’QÏ<£[ E— (n-**J] i- - 

ou .bien, en divisant par le produit des Q-, et introduisant 
les G, (1) 



{21) 



x 1 -4- r 2 -J- z 3 

G 1 -h g; + g; = SL= — — i , 



d’après la première (1 4 )- Cette relation (ai) 'exprime que 
la somme des G/ a la même valeur, pour tous les points 
également distants dè l’origine O. _ 

'Si l’on ajoute à la première (17) la quatrième puissance 
de Q, qui est. > '• 

Q' = a; + a; — 2a;a;, ’ , , 

la somme des seconds membres s’exprime symétriquement 
par l’unè des sommes (10), et l’on a la première du groupe 
suivant 



q* +q;q; 



(22) 



i 



Q:-QIQ ! = ==R’-?P=*; 

( q:.+ q s q;= V , 



les deux autres s’obtiennent d’une manière analogue, et X 
représente la valeur commune. 

On constate, facilement que les quatre expressions symé- 
triques, successivement introduites, dt -et fx ( 1 4 ) , w'(i6). 
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X (22), vérifient la relation 

o> -t- fi = \.R. 

Cela posé, ajoutant les trois équations ( 22), respectivement 
multipliées par les G’-, substituant, dans la somme, les va- 
leurs (1 6 bis) ét (2.1), puis remplaçant (X A — a>) par fi, 
d'après la relation qui précède, ou aura définitivement 



(23) G’ Q‘ -f- Qî + G’ Qî = fi : 



k" x’-(- y 1 -+- k* z 1 

p ' 



conformément à la seconde (1 4 ). Cette relation (o 3 ) ex- 
prime que la somme des Q* G,’ a la même valeur, pour tous 
les points de chacun des ellipsoïdes semblables; au para- 
mètre fi. 

§ LXXV, - . ' 

COURBURES PROPRES DE SES ARCS j,. 

Maintenant, d'après les formules (22), § XL, la cour- 
bure propre de l’arc s , normal à l’hyperboloïde à deux 
nappes, et ligne de courbure de l’ellipsoïde, est donnée par 
l’équation 

> 1 J» ■ 1 - ■ q:g; + q;g; >" 

P'-r^r) i> q;q; ’ 

qui, en substituant au numérateur sa valeur déduite de la 
relation (o 3 ), devient la première du groupe 

1 _£fi — G 1 Q' 

qîqî ’ ; 

. ^ 1 fi-GÎQ) . 

p\ ï q;q'. ;’ ‘ . 

i_ > p-g;qî - - • ' ■ -, 

pi p q*q; ’ - 

. . * , / 

la même transformation donnant successivement les deux 

• * * • ' s . , 
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Lorsque l’on additionne respectivement les lignes du 
groupe (24), avec les carrés de celles du groupe ( 4 )> pre- 
mière case, et que 1 on remplace les dénominateurs des se- 
conds membres par 



les —H, 1 , ouïes 
• P 




on obtient l’égalité multiple 




D'où résulte, pour le système-ellipsoïdal, cétte double loi : 
Si fort ajoute au carré de la différence des courbures de 
çhàquè surface , le carré de la courbure de l ’ arc normal, 
et, qu’on divise la somme par la quatrième puissance de 
la variation du paramètre suivant cet arc , oti aura trois 
quotients, lesquels seront égaux. De plus, leur valeur com- 
mune sera la même pour tous les poirits de çltacun des el- 
lipsoïdes semblables, au paramètre p. 

§ LXXYI. 



RELATIONS ENTRE TOUTES SIS COURBURES. 



Le groupe ( 24) peut servir à vérifier les formules et les 
lois établies aux § § XL et XLI. Pour simplifier celte véri- 
fication, désignons chaque GJQ,* par g, , et fxétantla sopime 
des trois g;, représentons par v celle de leurs produits 

deux à deux, c’est-à-dire posons 

« • » * . - . * 



j: + 

> W- + be -'r = v. 



• • 
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Les équations (24), résolues par rapport aux /»,, donnent 



(«7) 



= '_Q ÎQÎ_ 

• J fa— g' 
p -‘QW 

. ■ ï p '~fa^ï: 

-, [„=' q,q: 



fa— g~. 



Prenant au groupe (4)j seconde case, les produits des 
courbures de chaque surface, les cosinus ni, (23), §XL, des 
angles plans qni forment l’angle trièdre des normales 
principales aux trois arcs auront pour carrés 



t } 

(*?)■' 



g* (i *-g) 

,»_ gî (<* — g.) 

>— F ’ 

g» (l* — g») 



si l’on représente par J 5 le produit des trois facteurs por 
sitifs (p — g,), ou si l’on pose 



( 2 9) 



(■J* — g) (f 1 — £')(p — g») = D’- 



Dans le développement du premier membre de cette rela- 
tion posée (.29), les termes en p s et en p 5 se détruisent, 
d’après la valeur (26) de p, et, d’après celle de v, 011 a 
simplement' ’ J . t . . 

(3o) S’ — io — ggtg,. 

-r ’ . 

.-Avec les valeurs (28), le produit des m] est < 

* ,* * , ^ ' 

(3.) 
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et remarquant que l’on a identiquement 

g 7 (g> +£*)+ g](g’ + g) +g\ (g + g>) 
= g> g '« (f* — g) -+- g*g(l * — g< )+gg< (r—gi) 
= p — 3 gg,g„- • 

la somme des carrés des mêmes cosinus est 



m 3 -4- m| 4- m\ = 



^ _ P~ 



* 3 



d’où l’on conclut, d’après (3o) et (3i), 

(32) (i — m' — 77i|— rn]Y~ rn] m\. * 

Ainsi la relation (3o) du § XLI, existe pour le système 
ellipsoïdal; d’où il suit que les deux produits t £' et .du 
même paragraphe, sont égaux entre eux, et quç leur carré 
est (3i); ce qui résultait d’ailleurs de la relation fonda- 
mentale (9), § LV. On a donc actuellement 



(33) 



= 






Les sinus ri; qui correspondent au cosinus ' m,, s’ex- 
priment facilement à l’aide des g,. On a' identiquement 

I —Y + «>)-*- g> g»» 

= p — *'(? — g) + g>g» , 

= f*g v. + g-’, ; 

^ ' ’ ’ • * ' % / 

d’où Ton conclut, d’après la première (28), 



• « = I : = ; r-, .t , . 

. v -+-g ,( I* — S* ) ( f *— £ 1} 

cl multipliant, haut et bas, par (ft — g), introduisant d% 
on à la première des valeurs du groupe qui suit, les deux 
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autres s'obtenant do la munie manière, • 



(34)- 



: I 



„' = v JlL- il, - 

S* 



h^'îr.-ià, 

o* 

.» _ v (f *— g») 
*' S » 



Àvee les valeurs (33), (28) et (34)» le groupe (29) du 
S XLI se calcule rapidement, car, par exemple, sa pre- 
mière équation devient 

p\ _ gg> g* + g 7 (g. + g» ) _ g . . 

r ” v (g-, + .> 

6 t sa transformation complète donne le nouveau groupe 



(35) 





g 


P\ _ 


g 


r 


8> “+" g ’ 


r"‘~ 


g + g. 


)/>î_ 


gy 


P' 


a S ' * 


V'~ 




•y, ■ 


g' -+- g‘ 


f ÉL — 


' g* 


p\ „ 


gi 


\ r \ 


gi+gi 


ry 


g» -+- g 



que vérifient d’ailleurs les valeurs (24) et (2); 

» § LXXVII. 

‘ i DÉFINITION DÉ SES ÉLÉMENTS g t .' ’ . 

{.a simplicité des lois et des relations qui précèdent, 
donne, pour le système ellipsoïdal, une importance réelle 
aux trois quantités essentiellement positives Gf Q , 1 ou g,-. 
Car, lorsqu’elles , sont numériquement connues, pour un 
point M, elles donnent immédiatement le paramètre (x de 
l’ ellipsoïde: (l 4 ) qui passé en ce point, les cosinus et sinus 
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et remarquant que l’on a identiquement • * . . 

S' {g> + S») + g] (g> + g) + g\ (g + g>) 

= g>g*{p—g) + gtg(rr-gt)+ggi i>— f») 

= p — 3 gg,g„- • 

la somme des carrés des mêmes cosinus est 

• t « l 

i£i-, 

d’où l’on conclut, d’après (3o) et (3 1 ) , 

(3a) ( i — m * — m\ — m ' 

' Ainsi la relation (3o) du § XXI, existe pour le système 
ellipsoïdal; d’où il suit que les deux produits Ù v et ( £",du 
même paragraphe, sont égaux entre eux, et quç leur carré 
est ( 3 1) ; ce qiii résultait d’ailleurs de la relation fonda- 
mentale (9), § LV. On a donc actuellement ‘ 



(33) 



($>> _ — gg±g] ' 



Lys sinus n t qui correspondent au cosinus ' /n„ s’ex- 
priment facilement à l’aide des g,. On a identiquement 

1 = ? — ?(g'< + gy) + g' g** 

•=P‘-~ i r(t l -—g) + g‘g’t , 

= pg+-g>g*=\+g'i : 

... ; ‘ * * » . * * ** , / 

d’où Ton conclut, d’après la première (28), 



v + g' ir — s«) (f* — «■*) 



et multipliant, haut et bas, par ( [â — g), introduisant d% 
on à la première des valeurs du groupe qui suit, les deux 
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* > 

autres s’obtenant dç la même manière, • 



i3 9 



(34).. 



- — ■ 

i "’== — FT - ’ 

„ • — AT.) 

"'-“F — ’ • 

_ »((* — g») ' 
2 '~ a» 



Avec les valeurs (33), (28) et (34), le groupe (29) du ' 
§ XLI se calcule rapidement, car, par exemple, sa pre- 
mière équation devient é 

P\ _gg>g* + g'{g> + £»)_ g . . . - 



. r ' ' -V (f, rt- gr) 

et sa transformation complète donne le nouveau groupe 



(35) 



('Pi. 


+ g 


K 


g 




s* *+■ g 


r" ï — 


g + g. 


jp\ 


_ g. 




. S' ‘ 


] 


g +- fi’.’ 




g> ^ 


! — 


* g : 


£ _ 


g’ 


\ r] 


g\ + g‘ ' 


«V. 


' g*-*- g 



que vérifient d’àilleurs les valeurs (24) et (a); 

• • , V. • , . - 

• • »/. § LXXV1I. 

•i DÉFINITION DË SES ÉLÉMENTS g r ' 

f-a simplicité des lois et des relations qui précèdent, 
donne, pour le système ellipsoïdal, une importance réelle 
aux trois quantités essentiellement positives G, ? Qî ou g;. 
Car, lorsqu’elles, sont numériquement connues, pour un 
point M, elles donnent immédiatement le paramètre (2 de 
l’ellipsoïde (l 4) qui passé en ce point, les cosinus et sinus 
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des angles qu’y font entre elles les normales principales tics 
arcs S;, enfin par les équations ( 35 ), les rapports de toutes 
les courbures des surfaces conjuguées et de leurs ares nor- 
maux. Si l’on rapproche les valehrs (i),des produits expri- 
mant les (A', B', C',), on peut définir ainsi ces quanti- 
tés 

(ôSs 4V )’’ 

• • . ' t 

••liesse réduisent à zéro, à l’origine 0,,coihme l’indiquait 
d’ailleurs la relation ,( 23 ). ' ». • * ; * 

, . ’-§ Lxxy'm. 

* . ^ SES COURBURES RÉSULTANTES. 

D’après la formule (21) du § XXXIX, la courbure ré- 
sultante •-» relative à la surface p. est actuellement dounée. 

7 . 

1 v * •• . , * 

par .1 équation » , * 

" 1 1 1 • . . 

». 7 * ~ f ,l'\' 

- • • _ •* * . . ' - , 

et substituant les valeurs (. 3 ) et (24), on a) pour le système . 

ellipsoïdal, 

• v ■ , _ , p-t- 4 D ; Q;Q! 

< t * q: q;,* ’• 

puisque Q s est égnl à (Q’ — Q ’ ) , d’après l’identité si sou- 
vent employée; ou, remplaçant’G par sa valeur (i) T ", 

• 1 i p •+• 4 A’ b» c j ■ . 

• 7 3- /’ . q:q; ’ ’ N • • 

et, d’après la valeur (4) du produit des deux courbures de 
la surface ja, cl la" valeur. (1) de G, on a définitiver^é- l ' •. 



Digitized by Googl 




, sun les' coonDONNÉçs curvilTcneS, etc. 
meulière du dernier groupe 



« 4 * 



[ 1 _ v- , 4 

<r r'r"' 



(.37)' 



- _ — <* _4_ , , 

1 7* /? Q! Q‘ r ", r > 



J _ f* 4 . 

<?; /’>q: r,>;' 



les deux autres résultant de substitutions homologues. 

Ces valeurs (3,7) conduisent facilement, à un nouvel» 
énoncé de la double loi du § l.XXV. Dans des recherches 
importantes, faites à l’aide du système ellipsoïdal, plusieurs» 
géomètres ont choisi, pour coordonnées, les premiers axes 
(/A,. /Ai, /A») des snrfaVes conjuguées, et non leurs para- 
mètres lhermeimétriques. Alors les courbures paramétriques 
n’étant plus égales aux courbures sphériques, les courbures 
résultantes ont des valeurs plus compliquées, et dout l’in- 
terprétation géométrique n’est pas sans difficulté. 

Terminons par (juelques détails', relatifs aux courbures 
appartenant aux points situés, soit sur l’hyperbole ombili- 
cale, soit sur l’ellipse focale. Leurs expressions sont celles 
des deux tableaux : • 

, • • v. • • • y 

* , • U . • t 4 * 

■ 1 . A — / — . A 1 



co , 



-r* = — OO 



— + » , 



kk' 

/B 



• /■ (W.V 

1 « A,t., 1 » \ r '7 » 



• ' 00 ’ . /bT . 7 ’■ • 



•A, — 1 = A, 



/' 1 ' 



r, , 10 . r, Y 

_ l== ab__ l \>i , J 



IV r'' 
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Les titres rappellent les valeurs-limites, qu’il faut donner 
aux A,-, pour déduire ces expressions des formules générales. 

D’après le premier tableau : i ° sjir l’hyperbole ombilicale, 
les deux courbures de chaque ellipsoïde traversé sont égales- 
et de même signe ; a 0 les deux courbures conjuguées en l’arc 
hyperbolique, sont égales entre elles, et à la courbure propre 
du même arc; 3° les deux cou'rburcs réciproques, appar- 
tenant aux rebords infiniment courbes des plaques hyper- 
boliques conjuguées, sont infinies, de signes contraires, et 
.leur rapport e§t moins l’unité. 

D’après le second tàbleau: i° sur l’ellipse focale, les deux 
courbures de chaque hyperboloïde à deux nappes traversé 
sont égales et de même signe; a" les deux_ courbures con- 
juguées en l'arc elliptique, sont égales entre elles,, et , à la 
courbure du même arc; 3° les deux courbures réciproques, 
appartenant aux rebords infiniment courbes des plaques, à 
vide ou plein elliptique, sont infinies, désignés contraires, 
et leur rapport est moins l’unité. 

Ainsi l’ellipse focale trace aussi des ombilics sur les hy- 
perboloïdes de la première famille. On remarquera que la 
valeur commune des deux rayons de courbure, aux ombi- 
lics d’un ellipsoïde, est égale au cube dé son demi-axe 
moyen, divisé par le produit des deux- autres demi-axes. 
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NEUVIÈME LEÇON. 

à 

MOUVEMENT D’UN POINT MATÉRIEL. 

Équations du mouvement d’un point en coordonnées curvilignes. — Décom- 
position du mouvement qui établit directement ces équations. — Rappel 
de la méthode de Coriolis. — Application aux coordènnccs spliéiiques. 



§ LXXlX. 

, » J k t * 

SES ÉQUATIONS EN COORDONNÉES CURVILIGNES. 

Les équations du mouvement d'un point matériel peu- 
vent être exprimées en coordonnées curvilignes p,. Car, 
lorsque ce mobile traverse le système orthogonal fixe, le 
lieu M; qu’il occupe" à une époque /, étant défini par les 
valeurs des paramètres p { des trois surfaces conjuguées qui 
s’y coupent, ce s valeurs sont trois fonctions du temps t , 
qu’il suffit de connaître pour en déduire la trajectoire. Il 
s’agit d’établir les équations différentielles, qui doivent ré- 
gie les fonctions 

(•) • Pi— 3 - • 

Soient, au point M, V la vitesse du mobile sur la trajec- 
toire, et (V, v t , e,) les projections de ceftc vitesse sur, les 
normales aux surfaces conjuguées; u une coordonnée rec- 
tiligne quelconque, et (U, U, ,.U«) les cosinus des angles 
que sa direction fait avec les mêmes normales. O11 aura 



r d*i _ 1 
\ dt ~ Vi ^ ht 



( 2 ) 



1 dpi 



dt 



! du du 

r — = u,— «, ,•••. 

i dsi a a ; • 



3 , 



3 . 



1 dti ' ' ' dpi • 

La coordonnée u est la fonction des trois paramètres p,, 
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dont les six dérivées partielles du second ordre sont don- 
nées par les équations (3o), § LI, et (28), § L. Ces équa- 
tions peuvent se mettre sous la foeme 

,d 2 u I) U, U, . 

dp- r r 

U U, U. 

r-t-— 5 

• ' ^ r, r 3 

z, 3 + H 1 u > 



(3) 



h,h 

A 

hh 



. . d*u /u, u; 

A, A, . - , = — — 4- — 

r/p, rf j0l \r 3 r, 

^____/U 2 u\ 

t </p a rfp \r" r, J 



d*u /U U,\ 

H’ 



tîii exprimant les dérivées du premier ordre, de 11 par lés 
U, (2), des h, par les courbures des surfaces ( 24), § XXX, 
et les courbures paramétriques ( 25), § XXXI. 

La fonction u ne contenant le temps que par les p,, sa 
première dérivée en l est 



du 

dt 



2 du d pj 
dpi dt 



Là seconde dérivée, par. rapport à la même variable, peut 
s’édHré ainsi : • ■ 

_ y (v? tîi -h a? 

de ~ là \hi de + ‘ dpi-') 

(. , d 1 u d 7 u d 2 u Y ' 

V dp, dp, . dp, dp dp dp, 7 



en remplaçant, ïes^par h, e„ les ~pàr^-‘- Et, lorsqu’on 
y substitue lés valeurs (3), et qu’on met les U, en facteurs 
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communs, elle dorme définitivement 



i45 



( 4 ) 



d 

fit 






U 



ri d'p v' <>;. rl ' 


- '-ir 


I 


| h dt ■ r d r 


r,) 


.1 


f I tPp, v- e; l'i - • 


\ r \ ' '• r J 


] 


r 1 d‘ 0 , v’ p\ vi 


( V M|- ' 




1 h j i — 2 v, 

|_A, dt’ r, r\ r, 


~Ji -t- 1 — 


U 



pour 1 accélération du mouvement projeté sur la droite u. 

Désignons par F la force, rapportée à l'unité de masse, 
qui sollicite le point matériel en M,par R, ses trois compo- 
santes suivant les normales aux surfaces conjuguées. Alors, 
prenant prtur unité la masse du mobile, f accélération (4) 
sera égale à la composante de F parallèle à la ligne u, ou à 
la somme des projections des R, sur cette ligne. C’est-à- 
dire que l’on aura nécessairement 



( 5 ) 



d'u 

itr 



= I IR -+- U, R, -4- U. R,. 



Lés expressions (4).et (5) doivent' être identiques.' Or>; la 
direction de la ligne u est arbitraire, et peut ètrc,prise suc- 
cessivement parallèle aux. trois normales-, d'où l’on con- 
clut aisément que les trois parenthèses du second membre 
de (4 ) ; doivent éire respectivement égales aux R,. Ce qui 
donne enfin • * 



• , 


l d'p . 

1 klF.~ 


V- ’p\ ' 

1 f + 

r r 




2 Ci 7 
r, 


2 VP, 




! + 


*» r; 


»>• 


'2 c, c, 

_ 


2 V, V 


l h, dt' 


— • —, h 

c, ; - r, 


7 t 




y 


.. - ' 


f 1 dZ P' + 


v' 1»; 

- I ■' ' , , 




' 2 !>’ (’ 


7,P, V , _ 


• **• ' V . 

L 


'fi, dt' + 


1 / . 

r, 


tr 


r v 


r " . 



JW 



pour les équations du mouvement d'un point, rapporté aux 
coordonnées curvilignes p,. 
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§ LXXX. • 

MÉTHODE DE DÉCOMPOSITION DU MOUVEMENT. 

Les premiers membres des équations (6) sont, nécessai- 
rement, les expressions dès composantes de l’accélération 
totale, suivant les normales aux surfaces conjuguées. Et, si 
l’on imagine une décomposition du mouvement général en 
plusieurs autres mouvements successifs, ou plutôt simul- 
tanés, les projections des accélérations de tous ces mouve- 
ments donneront, paf leurs sommes, les mômes expres- 
-sions. Lorsqu’on cherche un genre de décomposition, qui 
permette d’obtenir directement, et en quelque sorte géomé- 
triquement, ces composantes de l'accélération totale, on 
rencontre presque immédiatement celui que nous allons 
définir. ,. . s J • 

Le mobile étant en M à l’époque t, soit M 7 sa position à 
1’époqüc t ■+• (h. La jîg. 1 représente le prisme rectangu- 

' "• ' Fig- i. 




laire curviligne, véi^table élément' do volume du système 

orthqgonal, dont l’arc infiniment ]>etit MM' de la trajec- 
toire est la diagonale. La fig. 2 * indique, sur les tangentes . 

aux arcs s, passa n t en M , les centres C' 7) des six coûrburesrf 7) 
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des surfaces conjuguées; centres que l’ou suppose tous 

' ' Te* ‘ 







placés sur les parties positives des normales correspon- 
dantes. . 

On décompose d’abord le mouvement général, en trois 
autres mouvements curvilignes, s’exécutaut sur les arcs dsi 
ou Sur les arêtes qui forment le sommet M du prisme cur- 
viltgne dc la jig. i. Sur chaque ds t , le mobile pant de M 
avec la vitesse initiale e,, et arri\een ni, àla fin du temps dt.m 

Ën outre, tandis que chaque, ds ( est ainsi parcouru, on •* 
imagine que cet arc même,' ou sa tangente en M, tourne 
uniformément et simultanément autour de deux axes, me- 
nés par les centres qui se trouvent sur cette tangente . 

(fig. 2), perpendiculairement au plan de chaque cour-' 
bure. De telle sorte que celle des extrémités de l’arc en- 
traîné d.^, qui était en M, arrive finalement en M'. 



’ / . Y *-%v ~ ■' 

y K >•*’ 
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Par exemple,- l’aie Mm, ou sa tangente MG'C", qui 
prendrait la position m, iV t , en ne tournant qu’autour de 
l'a'xe mené par C', perpendiculairement au plan M wqC!'* 
•et qui prendrait la position nitJV j en ne tournant qu’au- 
tour de l’axe mené par C", perpendiculairement au .plan 
Mm,C\ aura* après le temps dt. la . position N M\ par 
suite des deux rota t tons simultanées. 

En résumé, à chaque arc ds, correspondent trois mouve- 
ments composants: un -mouvement curviligne, uniformé- 
ment accéléré, sur cet arc même, et deux mouvements de 
rotation uniforme autour d'axes différents. Evaluons, main- 
tenant, les projections sur les trois normales .en M, des 
accélérations de tous ces mouvements composants. 

• • § LXXXI. ' - 

ÉVALUATION DIRECTE DES ACCÉLÉRATIONS R,. 

IV accélération du mouveipcnt curviligne, qui s’exécute 
sur l’axe ds (supposé fixe, et où conséquemment la coor- 
donnée p varie seule, tandis qtie prêt p s restent constants), 

se compose dq l’accélération tangentielle — ~ , et de l'aecé- 

• lération- normale — La première est dirigée .suivant la 
normale à la surface p 3 sa valeur s’obtient, en diil'érentiant 
la- vitesse P, ou jr P ar rapport ‘à t, dans p seulement , 

non dans p t ni dans p,, qui restent invariables ; d’où ré- 
sulté, pour la somme R, le terme 

_ . d (*p) 1 d* p 1 dh / dp\ 5 1 rf’p - p 5 ■ 

* 7 ' • ~dT ~Â'dF~T i dp{^t) ~7i dr~ 7' 

la parenthèse, donnée à. c, indiqùe la restriction imposée 

à la difl’érentiation. La seconde — > dirigée suivant la nor- 

maleprincipaledel’arc.tjdonnedeuxcojnpDsantessuivantles 
normales aux surfaces p t èt p,, dont sa direction est réparée 
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parles angles aux cosinus - et - (XXXVIII); d’où résulte' 

. * • , r, r 3 . ^ 

le terme — pour R, , le terme - pour R,, 
r, r 5 

Le transport de l’arc ds , effectué par la rotation autour 
de l 1 axe mené par C', peut sc décomposer en une simple 
translation,- uniforme ou sans accélération qui amè- 
nera l’arc fis, parallèlement à lui-mème, en m v n i [fig. 2), 
et en une rotation autour de m, . Cette rotation fera décrire . 
à l’Actrémité dans le temps dt , un chemin n, Ni, pa- 
rallèle à m.Mi en sens contraire de la translation, et dont 
la valeur absolue, donnée parla similitude des deux trian- 
gles /?,*«, jY r „ est 

• — rr ds (>, l> 

n, N, == ds, — , 

■ r , ■ r r < ■ 

multipliant Ce chemin par — — , on aura une accélération 

' — -d-t qui devra faire partie de la somme R,. On tréuve 

' • * “ 

de la même manière, que le t^nsport de J’arc <&, eileclué 
par la rotation autour de l’axe mené par C", donne lieu à 

ufte accélération -,--i qui doit faire partie de la somme R,. 

En résumé, les mouvements composants exécutés sur et 
par l’arc ds i donnent aux sommes R, les termes du tableau 
suivant, au-dessus desquels se trouve la lettre eu 



” 1 


R = 


P- 

d(„) 

dt 


p. v f, • ■ 
«* cj 


P' ■ ■ 

2 W’i 

n 


*> . . 

2 

T — î 

r t 


> 


V 

* 00 


Ri — 


■ P> 

^ («'.) 


p» p 

e: .a' 

t . _J 


*• * 
• , ^ 


0 . • 

2 1 » 


d 




dt 


1 T^' — 

r v •/ 


r ', 


. r' 




1 


Rî — 


,:pj 

d[v) 

d 


p, p> 

. C 1 v’ 

rf- -r — 
r, r, 


2 C, 1’ 1 

~p r 


p. 

2 V 2 P, 

• ’ 


,, / • 
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Les tenues au-dessus desquels se trouve la lettre p,, ou 
seront donnés de la même manière,- par les mouvements 
composants exécutés sur et par ds ,, ou sur et par ris,. 

Les sommes (8) sont identiquement les mêmes qtfe 
celles (6), déduites de l'analyse,- en ayant égard aux valeurs. 

essentielles (7) des ■ Ainsi, le mode de décomposition 

du mouvement général, qui conduit à ees sommes (8), est 
complètement vérifié. Si les arcs ds, n’étaient pas. infini- 
ment petits, on conçoit que ces trois arcs, parcourus : et. 
transportés comme l’indique la décomposition actuelle, 
amèneraient leurs dprnières extrémités rn, dans trois posi- 
tions voisines, mais ditîèrentes, de M / .. On doit conclure 
de la vérification qui précède, que ees écarts .sont des . infi- 
niment petits du second’ ordre, et complètement négli- 
geables quand les eis t sont des infiniment petits du premier 
ordre. De telle sorte que les vitesses absolues p', acquises 
aux -extrémités des, trois arcs transportés et parcourus, don- 
neront, en grandeur et en direction, les composantes de la ‘ 
Vitesse totale V'du mobile eft M', suivant les normales aux 
trois nouvelles surfaces conjuguées, qui passent au nou- 
veau point M' de la tèajecjoire. 

. # »•.**' . ’ t‘ * 

' § LXXXII. 

APPLICATION AU SYSTÈME SPHÉRIQUE. 

Appliquons les formules (8) au système habituel des 
coordonnées sphériques, lesquelles sont : la longitude la 
latitude o et le rayon que nous désignerons par y. On a 
donc • 

. « , t • r 

P=4r P*=7> ’ • r..'v 

les trois composantes o,, de la vitesse totale V, sont 



« — •/ ces y 



rit' 



dm , dy 



dt 



dt 
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les rayons de courbure des surfaces conjuguées (§ XXXII), 
ont pour expressions 






— =o, 

r, . . . ■ 



p=°’. 

■ i tang 7 
r > _ 7 ' 

i I 

- 7 * EU — — • 

7 



Substituanlces valeurs dans les sommes (8), en .observant- 
la régie prescrite par la formule (y), d’où résulte que, dans 
la dérivée de v par.rapport à t , le facteur' y cos <p reste con- 
stant, et que, dans celle de e,, le factèur y çst invariable, 
ou écrit immédiatement 



(9) 



d 2 ^ do fl if . w • d*i dù 

R == 7 -r— cos 7 — 2 7 —TT ~r sin 7 -t- 2 — ■—! ■ cos i 

' lit ' ■ lit dt T lit lit 

d 7 y f d’S'K* -, dy dv 

= 7 "TT + 7 1 777 )■ cos T + 2 ~ -T?» 






dt dt 

i 



Telles sont, eu effet, les valeurs que l’on obtient, en par- 
tant des formules de transformation , 

. * -, . • . . , r * I 

,r — 7 C0S7 cos 1 , 

a 

' /=; 7 cos Ÿ sin ■ 

< ’ » ' . , . , ** 

, * *• ' . . ^ = 7 sii» 7, . . ' . 

évaluant les trois dérivées secondes ‘-jfr' ou les compo- 
santes de l’accélération totale» suivant les trois axes recti- 
lignes; puis additionnant, successivement, trois fois les 
valeurs de ces dérivées, respectivement multipliées par le? 
cosinus, exprimés en f et 1 p, dès angles que' fait, avec les 
axes, soit la tangente au petit cercle parallèle à l’équateur, 
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pour obtenir R, soit la tangente au méridien pour R,, soit 
le layon pour R,. Calcul assez long, et même pénible, par 
'suite -du défaut complet de symétrie. 

§ LXXXIII. , 

' . HÉTÉROGÉNÉITÉ DES R, DANS CE SYSTÈME.’ '. 
Lorsqu’on compare entre elles les sommes (g), on ne 
trouve de semblable que le nombre dés termes, et la préy 
sepee de là dérivée seconde d’une des coordonnées dans les 
premiers;, quant aux deux dentiers termes, ils ne pré- 
sentent plus que des différences : deux doubles rectangles 
dé dérivées dans la première, deux carrés de dérivées dans 
la troisième, un carré et un double ‘rectangle dans la se- 
conde; en outre, ces deux 1 termes ont. le signe- -(-dans la 
'deuxième, le signe — dans la troisième, des signes con- 
traires dÿns la première; et ces deux genres de différences 
ne se correspondent pas. Tout semble concoi* , ir pour em- 
pêcher la mémoire de retenir les formules (9), malgré leur 
peu d’étendue. ■ . ' ' 

Elles proviennent cependant du groupe général (8), dont 
la symétrie est si remarquable. C’est donc' ce groupe même 
qu’il faut retenir, comme restant le guide le plus sûr pôur . 
toutes les applications. Il peut rétablir la symétrie, même 
dans le système sphérique; car, l'annulation de trois des six 
courbures, et les signes (les trois autres, expliquent toutes les 
anomalies qui viennent d’être 'signalées ; sachaut que .les 
sommes (8) contiennent chacune, outre la dérivée res- 
treinte d’une dés trois vitesses composantes, deux termes 
aux carrés de ces vitesses,, et deux aux doubles rectangles, . 
on reconnaît, à leurs traces, ces expressions générales et 
symétriques, dans les sommes (9), en apparence si dissem- 
blables. ' •; /, ' ‘ ■ 

Cet exémplè se joint à beaucoup d’autreg, pour. faire re- 
connaître un principe que voici : Lorsqu’une théorie- ina» 
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thématique, ou une simple recherche analytique, se signale 
par l’absence de toute symétrie dans ses calculs et dans ses 
formules, il doit exister une théorie plus générale, une re- 
cherche plus étendue, où la symétrie sera au contraire très- 
complète; et il importe de chercher cette dernière, pour 
'guider, éclaircir, simplifier même l’interprétation des ré- 
sultats obtenus par la preinièi'e. • 

/ ' , § LXXXIV. . . , 

MÉTHODE Dt CORIOL1S. ' , 

Pour qu’on puisse apprécier, à sa juste valeur, et par 
comparaison, le mode de décomposition du mouvement 
d’nn point matériel, qui conduit à l’établissement direct 
des sommes '(8), rappelons celui que Coriolis a inauguré 
dans sa théorie des mouvements relatifs, et don t le principe, 
ainsi que les applications, se résument par les propositions 
suivantes. ‘ _ , 

Le mine. Soient M le lieu Occupé par un point matériel, 
sur sa trajectoire, à l’époque (;‘M' celui c^u’ il occupe à 
l’époque t -|- dt ; V la vitesse en M ; j T accélération totale, 
ou le quotient par.cfe de la vitesse qu’il faudrait composer 




• avec V pouf obtenir fa vitesse V' en M'. Si l’on, porte sur 
la tangente en M une longueur MM égale à V dt, la lignéM VP 
(que Duhamel appelle si lumineusement la déviation), 
donne la djreciion*de l’accélération totale; et sa grandeur - , 

est égale à la moitié du produit de/ par le carrédu temps di. 
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ou à j— ; c’csi-à-diré au chemin parcouru par uû .point, 

pendant le temps dt, avee une vitesse initiale nulle, cl une 
accélération constante /.'MW M/ est le triangle indicateur 
de l’élément MM' de la trajectoire, MJN ou X dt son côté 

— ,l(t 

langent , JVM' ou j son côté déviant; le premier est un 

infiniment petit dupremier ordre,' avec dt ; le second un 
‘infiniment petit du second ordre, avec dt*. 

Problème. A une époque t, un point M obéit à deux • 
mouvements simultanés: l’un, dit mouvement relatif -, 



fie- 4- 




dont M M r est l’élément; l’autre, dit mouvement d'entrai- 
nei/fent, lequel se compose d'une translation suivaiil une 
trajectoire dont MA/, est le premier élément, et d’une ro- 
tation autour d’un axe dont la direction est AMX. On con- ■ 
naît le triangle indicateur MN r M r du mouvement relatif, 
.celui MN, M, de la trajectoire d’entrainement, la vitesse 
angulaire m de la rotation autour de AMX, il s’agit de dé- 
terminer le triangle indicateur MN„A/„ du premier élé- 
ment de la trajectoire absolue. * ;• • . * ; 

Ija v;itessc absolue V„ étant la résultante de la vitesse re- 
lative V,,, et dé la vitesse d’entraînementV,, le côté tangent 
MJ\„, ou X„dt, sera la diagonale du parallélogramme con-; 
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raô 



slruit' sur -les deux côtés tangents, MSN r ou \ r dt, MJV, ou 
\. e dl. Transportant en M,.ÎS' r M' r , et parallèlement à lui- 
mcme, le triangle indicateur du mouvement relatif; N a JN£ , 

parallèle à ]\Jd7,, aura la même grandeur j î/~y N ' r M r r y 

■„>dt.' 



> 



parallèle à N r M r , aura la même grandeur jr-~~ 

JLe point, M’ r appartiendrait à la trajectoire absolue, si 
le mouvement d’entrainement n’était qu’une translation,; 
rar, si l’on suppose que les deux mouvements soieut suc- 
cessif», au lieu d’être simultanés, le mobile M sera d’abord 
entraîné en puis s’élèvera eu M' r . Quand la rotation 
existe,' elle peut être considérée comme, succédant à ces 
deux premièrs mouvements, en amenant le mobile de M\, 
en M„. * 



Le chemin M\. àl a est égal à m dt multiplié, par la dis- * 
tance de M',. à l’axe de rotation transporté A'd/VX/, ou par 
'la projection du triangle indicateur M, N' r M' r sur une 
perpendiculaire à cet axe. Le côté déviant ]V r M' r ou 

• dt* , . ' -,i . ■ ■ 

J r — étant muniment • peut par rapport au côte tangent 

' Jf.-N r ou V r dt, cette projection se réduira à celle dq der- 
nier côté. Si' donc on représente, pour-simplifier, parW r , » 
la projection.de la vitesse relative sur uûe perpendiculaire 
à l’axe de Rotation, le chemin M r M a aura pour grandeur 
fîult.\V r dt. • . -, • 

dt' 



Le côté déviant Nâd/„ ou —j sera donc le quatrième 

côté du quadrilatère îs' r M' r M a , Ce que l’on exprimé, 

en disant que le chemin N a M a est lo résultant des trois 

chemins N„Né, IN', M' r , M' r M a , ou, en écrivant, d’après 

les valeurs de ees -chemius, 

' dt 1 i ,• / . dt*' . dt' , \ 

Ja’~~ — * rés. ( y. —j j r > t o\V r dt' J. 

• 2 \ . 2 2 / 
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D’où l’on conclut, eft multipliant les quatre côtés du qua- 
drilatère par le même facteur ce qui n’en change pas 
la forme essentielle . . 

, ' . • - * " v ' 

'(•.o) y«==rés.(/'„ j r , 2»W,).; 

résultat que l’on énonce en disant que l’accélération abso- 
. lue est la résultante, de l’accélération d’entraînement, de . 
• l’accélération relative, et d’une troisième accélération, qui 
est égale au double du' produit de la vitesse angulaire co, 
par la projection W,. de la vitesse relative V r sur une per- 
pendiculaire à l’axe de rotation. 

§ LXXXV .. > 

' : • ' MOUVEMENT CIRCULAIRE VARIÉ. - ' . 

• ' 

La formule (10) conduit à l’évaluation directe des sorn-r 
mes il,-, pour les systèmes cylindriques et coniques des . 
coordonnées polaires planes et sphériques. Partant de la 
formule fondamentale \ 



; ‘ fdx v’\ 

J ~ res. —5 — ) 

\ (lt 7 / 



dont nous avons déjà supposé, la connaissance, on 1 ap- 

plique, d’abord, a un mouvement circulaire varié; alors, œ 

•étant l’angle que lerayon jy, de grandeur constante, qui joint 

^ ci © 

le centre au mobile, fait avec un diamètre fixe, on a V= y~ , 

et l’accélération totale est , . 



y e = p éi.'[ 7 g ; ' 7 (jjj J’ 



§ LXXXVI . 

> •’ . * • * . » 

LES R, Ii)RS DES COORDONNÉES POLAIRES. 

. Lorsqu’il s’agit d’une trajectoire plane rapportée aux 
' coordonnées polaires çj, et y actuellement variable, on dé- 



Djgitizeé.by Cooglc 



• SUll LES COORDONNÉES, CTJRVII.IC.ÏiKS, ETC. i5t 

oomposft le mouvement en deux autres : eu un mouvement 
relatif linéaire suivant le rayon, y, et en un mouvement 
circulaire varié, que l’on prend pour mouvement d’entraî- 
nement. Alors, dans la formule (io), il faudra prendre 



( ,2 )' 



dô- 



*v/« 



X*ar, ici, la vitesse angulaire o) est là vitesse relative est 

et, l’axe de rotation étant perpendiculaire au plan de 

la trajectoire, la projection W r de Y,, lui est égale. 

Soient, maintenant, T et les projections de l’accélé- 
ration totale* sur le rayon y et sur sa perpendiculaire. 
Dans le groupe (ta), j r appartiendra à T, ainsi que la com- 

Fig. 5. 




posante normale de i' c pi'ise négativement. La composante 
tangentielle de j, appartiendra à 4», ainsi que l'accélération 
2 ti)W r , prise positivement, comme l’indique la fig. 5. On 
' aura donc 



(>3) . 



d'y fdo\* 

' .. ) r = ST-’U)'- 



= 7 



dt' 



/Jl^ï 

de de ' 
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•; ■ •• 3 • 

LES n, LORS DES COORDONNÉES SPHÉRIQUES. 

Lorsqu'il s’agit .du mouvement d’un point rapporté aux 
coordonnées sphérique^ habituelles, on décompose ce 
mouvement, en un mouvement relatif qui. s’exécute dans.lç 
plan méridien, et en un mouvement circulaire varié au- 
tour de l’axe polaire. Alors, y étant le rayon, <p la latitude, 
et p la longitude : l’accélération relative j r sera celle du 
mouvement d’un poin,t sur un plan, rapporté a des coor- 
données polaires (i3) ; d’où . 

C4) ?).’ ’sf+’üj' . 

L accélération d’entrainement /, sera celle d’un mouve- 
ment circulaire varié, d’angle ifi et de rayonp/ cosÿ (u) j 
d’où : 

( i5) /,= rés. £7 cos ? , y ) cos 7 ] •' 

Poiir la troisième accélération 2 «W r , West égal à ; W, 

o dt 

• 

est égal à la projectibh, sur la perpendiculaire à l’axe po- 
laire, de la vitesse rClative.V,., laquelle a deux composan- 
tes, l’une suivant le rayon, l’autre y ~ suivant la tan- 
gente au méridien ; IV, sera 'donc égal à la somme des 
projections de ces deux composantes, sur le rayon du petit 
cercle parallèle à l’équateur; ce qui donne 



(■ 6 ) 



dùd 7 * diida . 

2 w - vY f — 2 - — co s o — ? ' 1 ~ — - sin &- 
dt di T 1 dt de T 



Soient, maintenant, T, 4>, Ÿ, les projections de l’accé- 
lératiou totale, sur le rayon, sur la tangente au méridien, 
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et sur la peiÿendiculaire à son plan. La première compo- 
sante de j r (i 4 ) appartiendra à T, la seconde â <I>. La pre- 
mière composante de j e (x 5) appartiendra à T; la seeonde, 
qui est. dirigée suivant le rayon du parallèle, et vers son 
centre,, donnera deux composantes, l'une Suivant le rayon 
et égale à * • , 

pour T, l’autre suivant la tangente au méridien et égale à 

). cos-jisiny - . 

pour $. Enfin l’accélération ( ( 6 ) appartient à Ÿ, aveç ses 
.signes. Réunissant les deux parties de chaque sommé, 

,on a. .... 



r-ÜZ 

' dt' 



) ■-(£)' 



dt 



. \ ]* dyd 7 /rf+X* 

('< 7 ) + cos ? sm ? , 



cos’yv 



d'i. 



.'P = 7-^ cos ? -f-2-r ~ cosy- 



.d±H. 

dt dt 



d^j d ta . 

■ 2 y ~ — ~,sin o, 
dt dt 



c’est-à-dire les sommes (R,, R, , R) ( 9 ), déduites du groupe 
général ( 8 ). .... 

§ LXXXV11L 

COMPARAISON DES DEUX MÉTHODES. 

Les deux méthodes, successivement exposées, ; et qui 
conduisent directement aux . composantes ( 9 ) ou (ty) de 
l’accélération totale, dans le système sphérique, «fut la 
même clarté, et la même simplicité. Au fond, les deux 
modes de décomposition du Ynouveinënt rentrent l'un. dans 
1 -qutre ; il s*agit, de part et d’autre,- de mouvements com- 
posants qui s’opèrent sur des trajectoires, entraînées, et 
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tournant autour •(le certains axes: Seulement, la nécessité 
d’adjoindre tes rotations est .plus nettement établie parla 
première méthode, qui, sous ce point de' vue, éclaircit la. 
Seconde. ' • ■ . . \ 

Mais, s’il s agissait d’évaluer les sommes R, pour. un sys- , 
tème orthogonal, autre ét plus compleÇ qqe le système 
sphérique, les formules (8) les donneraient- immédiate- ' 
ment; tandis" que la seconde méthode exigerait Une hou- i 
velle recherche, à la suite de celles des §§ LXXXV, 
LXXXVI et LXXXVlI,..un nouvel échelon dans Celle as- 
cension graduelle, qui constitue son caractère principal. 
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POTENTIEL ORDINAIRE. — POTENTIEL 

CYLINDRIQUE. • \ % 

Formes diverses des équations du mouvement d!un point en coordonnées 
curvilignes. — Application au. potentiel et aux forcés d’attraction. -*■ Cas’ , * 
particulier du potentiel cyljndrique. — Travail des composantes normales. 



§ LXXX1X. 

ÉQUATIONS DU MOÛVEMENT; SECONDE FORME. 

"i ' « ’ 

Les équations du mouvement d’un point rapporté aux 
•coordonnées curvilignes pi , conduisent à diverses consé- 
quences qui méritent d’être signalées, et qui feront l’objet 
de la leçon actuelle, que nous commencerons' en proion-. 
géant la série des numéros d’ordre, donnés aux formules 
peu nombreuses de la dernière séance. 

Les sommes R,-, ou les composantes de l’accélération 
totale, données primitivement par le groupe (6)', peuvent 
s’écrire encore plus simplement qu’au groupe/8). Si4’on 
ajoute à la somme R, et qu’on en retranche l’expression 



— , elle pourra se mettre sous la forme 




en faisant passer, sous la- parenthèse, les' trois termes lié- . 

• 1 1 
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gatifs et réunis 
•dans lesquels on 
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substitue ensuite •' * * 

1 1 d ?i 

aux Vi les 

h idc 



. i htdh 

aux — les — — — 

• n h api 




Or la parenthèse, ainsi composée, n’est autre que la déri- 
vée totale de^-^> ou de c’est-à-dire la dérivée prise, 
h} dt h . , 



en faisant varier le tempsj non-seulement dans p , mais ’ 
ajussi dans o, et' dans p t . Ce qui donne à R, et à ses deux 
homologues» la nouvelle forme 




sans la parenthèse restrictive pour la différentiation. 

Ces formules (19) sont certainement beaucoup plus fa- 
ciles à retenir que celles (6) et (8). Elles donnent en outre 
un moyen, tout aussi rapide, de former les sommes R,-, 
pour un système orthogonal dont on connaît les paramè- 
tres différentiels A/, et par suite les courbures des sutfaces, 
ainsi que les courbures paramétriques. Mais leur interpré- 
tation cinématique reste en suspens. Car on ne pourrait 
définir Un mode de décomposition du mouvement général, 



; - S . 




‘“-«JW - 
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qui les établirait directement, à l’aide des triangles indi- 
cateurs, et des accélérations composées. 

Toutefois, on peut remarquer que, dans ces sommes (19) 
de quatre termes seulement-, les trois derniers termes de 
chacune, ou les nejif quantités • • 



& 



U « 



sont les composantes de trois accélérations — * dirigées Vers 
les’oentres Q, des courbures résultantes (§ XXXVl). Car, 

r * * - * % . * . ' 

■ , • • p J t 

l’accélération — faisant, avec les trois normales, les angles 

, ■ ' 7. ; . . ' 

aux cosinus 7 donnera les composantes, à R, 

— à R,, — à R, ; et’ ainsi des deux autres-. 



'1 . 



Il ne resterait donc plus qu'à interpréter les premiers 
termes, ou à trouver ce què signifie la quantité 



h, d7 

* > • 



rf(e,] 



qui n ? est, ni l’accélération tangentielle — ~i ni la dérivée 

totale ~ C’est cependant une certaine accélération du 

mouvement projeté sur ds,. En attendant que sa significa- 
tion soit trouvée, donnons-lui encore l’épithète de paramé- 
trique , pour indiquer qu’elle dépend du choix du para- 
mètre p„ comme la courbure^- Ajoutons que, pour l’ob- 

• « s 

tenir, il faut prendre la dérivée totale, par rapport au 
temps, du quotient de la vitesse composante u i} par le para- 
ît. 
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mètre différentiel A,, dérivée que l’on multiplie ensuite 
par ce mérite paramètre différentiel. v . , • 

Nous pourrons dire alors, qu» chaque composante' R,- 
de l’accélération totale, est égale à la somme des pro~ 

• . p ? * 

jections , sur sa direction, des trois accélérations —, plus 

f accélération paramétrique du mouvement projeïc sur 
l’arc as;. On chercherait vainement un énoncé ayant, la 
même généralité et la même concision, pour une des 
sommes (8), avec s'a dérivée restreinte, et ses deux accélé- 
rations composées. On peut en juger par l’extension qu’une 
seule accélération composée donne à l’énoncé de la. formule 
fondamentale (io). . * 

/ • § xc. 

TROISIÈME FORME DE CES ÉQUATIONS. ' 

Ainsi, la forme (8) donnée aux équations (6), conduit 
à leur interprétation géométrique, et la forme (ip) les pré- 
sente avec une simplicité et une symétrie telles, que leur 
énoncé devientffacile. Mais il faut avoir récours à une troi- 
sième forfne, quand oh se propose d’étudier analytique- 
ment. les lois du mouvement. 

. La somme R (6) petit encore s’écrire ainsi 






- f 

r I d’p i dp 1 dji^dp, dh dp , dh dp, \ "I 

L h dt * h ’ dt \ dp dt dp, dt ” + " dp, dt J J ' 



en réunissant, sous la parenthèse, le premier terme négatif 
aux moitiés des deux derniers, et transformant ces termes 
comme darts l’équation' (18). Of, ici, la parenthèse est la • 

dérivée totale, par rapport à t, de ou de.la .vjtesse 

composante r, sans dénominateur. Ce qui donne à R et à 
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ses homologues la troisième forme 






XCI. 




ÉQUATION DES FORCES VIVES. 




Dans les valeurs (2) des on peut remplacer les i ap- 



ports par les ds , 

h 1 


; d'où résultera 


1 




; vdt = ds, 




(22) 


| i>,dt = ds 1 , 






[v,dt = ds„ • 


/ „ ,. 


** * t’ * , * . 


% . " * m . f 





> . 

Or, si l’on ajoute les trois équations (21), respectivement 
multipliées par celles -(22)', membre à membre, et dans 
’le même ordre, 011 obtient définitivement pour résultat 



( 23 ) vdv t’i dt>, — f~ p, dv 3 — R 'ds -4- Ri ds t - 4 " IV , 'ds 3 ; 

car on reconnaît facilement la disparition de tous les ter- 
mes aux courbures, additionnées avec le. nouveau facteur, 
\> dans la première {21) , t'j dans la seconde, f» dans la troi- 
sième. 

Le premier membre de l’équation ( 23 ) est la moitié de 
l’accroissement du carré de la vitesse totale \ . Au second 
membre,' les R, sont les projections, sur Içs trois normales, 
de l’accélération totale, ou du rapport; de la force F à la 
masse p. du mobile; les ds, sont les projections, surfes 
mêmes normales, de 1 élément dn de la trajectoire. On peut 
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doncmettre l'équation (ad) sous la forme •• • • 

(23 bis) d^~ = F de cos (F, d<r) 

2 , « , » ’ 

• l , . • * . 

de l'équation dite des forces -vives, qui, exprimant utle pro- 
priété inhérente au mouvement d’un point, ne doit con- 
server aucune trace du système particulier de coordonnées, 
dont on s’est servi pour l’établir. Exigence identique avec 
celle qui nous a fait représenter, par des symboles indé- 
pendants, les éléments caractéristiques d’une fonction-de- 
point, ou ses paramètres différentiels. 

§ XCII. 

POTENTIEL ET FORCES IJ' ATTRACTION. 

Pour donner un exemple de l’emploi des équations du 
mouvement d’un point rapporté à des coordonnées curvir 
lignes, supposons que le paramètre p soit un potentiel, et 
que l’on connaisse les deux familles de surfaces, aux para- 
mètres p , et p t , conjuguées à celle des surfaces de niveau, 
et qui complètent un système orthogonal. Supposons, en 
outre, que la force, rapportée à l’unité de masse, et qui 
agit sur le mobile, ne soit autre que la résultante des at- 
tractions 5 ou, ce qui est la même chose, que cette force soit, 
en tout point de la trajectoire, perpendiculaire à la sur- 
face p qui passe en ce point, et égale à la valeur correspon- 
dante du paramètre différentiel du premier ordre h (§ XVII!) . 
Alors, les composantes R, ont les valeurs 

( 24 ) R=/< , R, = 0 , R,= o. . 

. . , , V ■ • « 

Le second membre de l’équation ( 23 ) se réduit au seul 
terme hds, ou dp ; on a dortc 

( 25) vdv + c, dv { é, dv, =x d p. 

» * * * 

On peut regarder les vitesses composantes v, comme étant 

des fonctions des coordonnées, ne dépendant du lemps i 



/ 
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qu'implicilemeut, par les p,. Les dérivées premières de ces 
fonctions sont régies par le groupe suivant : 



{26) 



dv dv, 

V T^ V '1J 

dv dv, 
v - h Cl 



dv, 

v >-7- — 
dp 

dv, 

- V» -r- = O, 
dp, 



dv, 

■ V, — = o r 

dp. 



dp, dp, 

I dv • • dv, ; 

déduit de l’équation [25 ) . 

La dérivée de v, par rapport au temps, se développe 
ainsi ‘ ’ ' 

. . dv dv dv , dv ■ . • • ■ 

W , - J t = : dp ho + d^, h ' V ' + d-p, h ^ 

• ' % * ■■ * ^ . * 

quand on remplace les ~ par les A, v, ( 2) . Substituant dans 

1 dv - * 

la première (ai) : i°à — cette valeur (27)5 aux cour- 
bures leurs valeurs (24), § XXX; 3 ° à R le produit de 
A ( 24) par le premier membre de la première (26), lequel . . 

est égal à l’unité; effaçant le terme ^ hv, qui se trouve 

dans les deux membres ; enûn, mettant o, et e, on facteurs 
communs, il vient - 

/ dv h. d/i, h, d/i dv, \ 

v '\!"dï,+h t Tp v '-'ïdï:- h Tp) 

( dv, h, d/l h dh , dv\ 

h T? + 7 T Tp, v ~ T, Tp t, '~ h ' dj,) ’ 

mettant encore en facteurs, AA, au premier membre, AA, au 
second, et changeant l’ordre des termes, on a 

r , , , * . 

■ f t .dv » 1 dh 1 dtf, 1 dh, \ ■ 

v ' hft ' \Â df, ~ ïï d^, *’ “ J, Tp h] ' • 

' ■ » * ■> . 

‘ / 1 dv, ' -l dh, 1 dv 1 dh \ 

- vMr \T, T P ~T\Tp 9i ~h T ? , + Jô Tp /) • 
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Or, ou voit iacilcmeul que cette éqpatiou se réduit aux 
(leux premiers membres de l’égalité multiple -, v 



(28) 



d- dü 

dp, dp 

A, 



Jh 

d p 



d 7 >d T 

h A, 



d r 

A, 



A,e, 



«fo , dp, dp. 



Ai* 



Fa quand on opère de là même manière sur la seconde (21) 
(ou sur la troisième), en remplaçant R, (ou R») par h, 
(ou ht), multiplié par le premier membre de la seconde (26) 
(ou de la troisième), lequel est nul, l’équation ainsi trans- 
formée exprime que le troisième membre ( 26) est égal au 
preiûier (ou au second). ' . 

Ainsi, le mouvement du point attiré est totalement re- 
présenté par le groupe {28), joint à l'équation donp 
les (26)’ne sont que des conséquences. Ou bien, représen- 
tant par Â là valeur commune des trois fractions (28), et 
intégrant l'équation ( 26), on aura . 



Jl 

dp. 



d r 

A, 



— hhv 



dS- d- 



< 2 9 ) 



Jb 

dp 



■ ** ■ i L 

-77 — T2 — kh ‘ “A 



h 

dpi 



dp 



= kh. 



- p -h const., 



équations linalés, d’une symétrie-et d’une simplicité re- 
*- marquablés. On voit, par cet exemple, que l’introduction 
des coordonnées cùrviligncs, dans les questions de méca- 
nique, ne compliquerait pas nécessairement leurs formules, 
Ct. qu’elle pourrait leur donner la symétrie qpi souvent 
leur manque. 
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■' § xcin..-' •••■■.* . • 

TRAVAIL DE L’ATTRACTION. - • ’ 

Laissant en suspens l’interprétation et l’usage (Ju groupe 
( 28 ), bornons-nous à' l’équation (25), que l’on peut dé- 
montrer directement, ainsi qu’il suit. 

Soient MM' l’élément de la trajectoire décrite, M appar- 
tenant à la surface p, M' à la surface p -f- rip; V = la 

vitesse du mobile; MN = ds = l’épaisseur en- M de la 
couche comprise .entre, les deux surfaces.; MJ == /i, l’accé- 




quadrilatère NM'TJ est inscriptible dans un cercle ; oh a 
donc successivement ■ _,« ^ < 

MT . M M' = MJ. MN , . - 

- v ' • 

dt .h 

, • » ' . ’ i* 

VrfV = dp, 

* %"■ * * ' ' ‘ , 

oil enfin, lY>qliation (a5). ' k , 

Intégrant la dernière équation du groupe précédent, et 
introduisant la 'masse jx du point matériel, on a 



(3.o) 






~ f*(p — P») 
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( V e étant la vitesse initiale du mobile, et p 0 le paramètre 
delà surface initiale de niveau). C’est-à-dire que l’accrois- 
sement de la puissance vive est égal, à la masse attirée, mul- 
tipliée paf l’accroissement du potentiel. De là résulte qu’en • 
prenant la masse p. égale à l’unité, le potentiel, ou le para- 
mètre des surfaces de niveau, donne, par son accroisse-' 
ment, le travail de l'attraction. Propriété qui'justifie l es- . 
pression de potentiel. * ■' , , 

Comme ses composantes y,, la vitesse V peut être une 
fonction des coordonnées, et ne pas contenir le temps expli- 
• . • -Y*. * ,* .. «-y* 

cite ment; alors il en sera de même de la puissance vive^— 

’ Or, puisque A,p = o, l'équation (3o) donne 




C’est-à-dire quê la puissance vive , exprimée comme il vient 
d’être dit, obéit à la même loi que là température , dans un 
solide à l’état permanent. Résultat qui s’accorde singuliè-’ 
rement avec les nouvelles idées sur la puissance dynamique 
de la chaleur. . • 

t * - * * » . J* . * 

En résumé, dans la théorie de l’attraction, si la force, 
rapportée à l’unité de masse, est le paramètre difléreutiel du 
premier ordre du potentiel, d’un autre côté, le potentiel, ou 
le paramètre des surfaces de niveau, exprimé le travail de 
la fyrce, quand elle agit sur un point matériel'. Or, s’il 
existe des surfaces orthogonales, conjuguées à celles de ni- 
veau, leurs paramètres p, et p s u’exprimejU-ils pas d’autres 
propriétés caractéristiques du mouvement? A cétte ques- 
tion, le cas particulier que nous allons traiter, paraît ré- 
pondit affirmativement. 







'■ , St R les coordonnées curvilignes, etc. 

■ < . « • * . , . • ' 

' V : :’ "§ XCIY. 

CAS DU TOTENTIEL CYLINDRIQUE. , ' • 

Des droites mâtérifelles, parallèles et indéfinies, fexerceiit, 
sur un point mobile, des attractions variant en raison' ipr- 
- verse de la simple distance à chaque droite. Le point se 
meut dans un plan perpendiculaire aux droites attractives, 
pris pour celui de ±y. La composante parallèle aux a: dé 
l'attraction exercée, à la distance 



\ . r=\J[x — a)* -+-(/ — b) } , , • . . 

sur le point aux coordonnées (x,y) et de masse fx, par’ 

la droite (x = a^ y 'z=zi>), avec l'intensité m, sera 

• * • * . • - • • - - ■ ' 

* mi t. — a \ 

: . /•/. 

à.m log - *" • 

• ou , p 



dx 



c étant une ligne constante. 

Le signe ^ (Résignant, ici, une somme de termes dont le 
nombre est égal à celui des droites attractives, soit posé 

(’*)’ • §wIogf = p; 



I* constante c, et les ( x , y) ayant les mêmes valeurs dans 
tous les termes^ tandis que ni, elles (a, b) changent d’un* 
terme à un autre, La résultante de toutes les attractions, 
laquelle est dirigée dans le plan des xy, aura pour compo- 
santes, parallèles aux x et aux y, 1 



v _ dp 






dy 



£ 



I 



i 



. *• î 



•'•H 

•I 



? 
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La (jonction p (i) (le (or, y) peut être appelée le potentiel: 
cylindrique. r 

§ XCV. 

1 ,, • • l " A 

SON SYSTÈME ORTHOGONAL. 

> ' ■ \ \ . • , • 

L’équation (î) représente une famille de surfaces cylin- 
driques, dont p est le paramètre. Si l'on compose la nou- 
velle somme * 



<*) 



S y — b 

m arc tang — — - = p„ 



on aurâ une seconde famille de cylindres àu paramètre p t , 
C!cÿ deux familles de surfaces .se coupent orthogonaletnent. 
En effet, on voit facilement que • ' 



S(-»^> •. / 

qui est égal à la dérivée ^^^vl’est aussi à ^ < l' >e 

(d • , d v : - 

qui est égal à la dérivée ( — | r l’est aussi à ( ~ ) 4 c’est-à- 
1 ■» \dy ) \dx J 

ft* r ' \ *' . 



2 que J on a 



v 



; - • * 



i dp x dp. . 

‘ — ~ ~+ T, » 

d ï 



j dp, 

dy dx 



Or ccs deux relations (3) donnent d’abord . , 

v • • . ii d J±'+ d -±^^o- r 

. dx dx dy dy ' , 

et, étant nuis, cette équation ( 4 ) exprime que les, 
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plans tangents aux cylindres p et p,, menés par une même 
génératrice,, font un angle dièdre drojt. . •' 

Les mêmes relations (3) donnent ensuite 



ou bien /i, = h. C’est-à-dire que les paramètres différen- 
tiel» du premier ordre, des surfaces p, et p, sont égaux eti 
chaque point. Ainsi, ds et d, J, étant les éléments normaux 
aux surfaces p -et p,, . on aura 



ds 



% 



, dp,. 

Enfin les relations (3) conduisent; par différentiation, • 
aux équations i . 

, d\ d*p 

jt' + dpT 0 ' ; 

• , • ’ ; i d, p, _ ■ - ; ;• 

' 1 dr ' 1 dy 3 ’ . . 

* * ’ * - * * ’ . 

ou bien ( A, p = o, A s p, = o), puisque -les dérivées en z ■ 
m’existent pas. C’est-à-dire que les paramètres différentiels 
du second ordre, des fonctions p et p,, sçmt nuis dans tout 
l'espace. Les deux familles de cylindres p et p, sont donc ' 
isothermes. • ; 

§ XCVI 

MOUVEMENT QU’IL PRODUIT. V ‘ ' ' ' " > • 

l . * • . ^ ‘ * . 4 I •* . • 

i ' • è 

Les valeurs des deux composantes de la résultante F des 
attractions, font voir aisément que cette force F est nor- 
male aux surfaces de niveau, dont le potentiel cylindrique 
p est.le paramètre, et qu elle a pour valeur . - 



F — u h. 



It 
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D’où résulte que le paramètre différentiel du premier or- 
dre, de la fonction p, donne précisément l’accélération 
totale, lorsque le mobile passe au point considéré. Cela 
posé, on trouve directement lès équations du mouvement 
du point attiré de la manière suivante. 

Soient : MM' — d a l’élément de la trajectoire décrite, 



le point M appartenant aux cylindres pet p t , le point M' 
•aux cylindres (pH-dp) et (p, ^-'É?p,); V.= ^, la vitesse 

du mobile; MN = ds s= < ~y l’épaisseur dé la couche com- 



prise entre les cylindres p et [p -t- dp) \ KM 1 ==ds t = 

celle de la couchecompfise entre les cylindres p, et(p,-4-^pt); 

l ’ V ‘ V* -* 

MJ =./i, l’accélération totale; MT == — > sa composante 



tangentielle; JT = — ? sa composante normale; R étant le 

rayon de courbure de la trajectoire o. 

Les deux triangles rectangles IN MM', TMJ , sont sem-* 
blables. On a donc ». , ’ > 



ou bien^ en substituant à toutes ces lignes leurs valeurs 
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.assignées* 






d’où l’on co'nclut, par la disparition du dénominalenr 
commun A, * ' •; 



(5) 



dX ‘ V’ 

• dp = — — dç = VdX = d.— , 

• dt a • 



et aussi, dB étant l’angle de contingenre de la trajectoire. 
(6) dp, =~d-a=V'dQ. 



V’ 

dp , = — = 



Telles spnt. les équations qui régissent le mouvement du 
point matériel, exécuté d^us un plan perpendiculaire aux 
droites attractives, et qqe Ton déduirait analytiquement,- 
ert appliquant, au cas actuel, les formules générales du 

$XC. V .. • ■' ; 

§ xcvii.. ' J .. ,• , 

TRAVAIL DES COMPOSANTES NORMALES. 

' * ‘ . ' * . * . ’ < V * 

La relation (5) fait voir, comme au § XCIII, que le 
potentiel cylindrique p donne,, par son accroissement’' le 
travail de l’attraction, .ou, plus- exactement, celui de la 
composante tangentiqlle. Tl.il relation (6), qui donne 

(7) • J fi T /r 3d=s : • ./■ : 

n’indique-t;elle pas que *Ie paramètre p,, des cylindres 
perpendiculaires à ceux de niveau, donne, par son accrois- 
sement, un autre genre de travail , celui de la composante 
normale ? La valeur de ce nouveau travail serait très-sim- 
plement définie par l’une ou par l’autre des deux intégrâ- 
tes^)- • • ,■ * 




i j6 
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§ XCVI1Ï. ' * 

NOUVELLES DÉFINITIONS. 

Cette demande, si naturellement amenée, mérite quel- . 
ques réflexions. L’idée du travail des forces, créée ou rajeu- 
nie par Çoriolis, et qui domine aujourd’hui presque ex^- 
clusivement dans Renseignement de la Mécanique, n’aurait 
pas atteint cettehaute position, si elle ne recélait pas une idée 
mère, vraie et naturelle. Mais, pour que son règne soitdu- 
rable, il faüt déduire de l’idée mère toutes ses conséquences, 
et l'appliquer également sur toutes les parties de la science. 
Or, comme on va le voir, elle conduit d’abord à une défi- 
nition de la masse, de beaucoup préférable à cçlle qtlc l’on 
donne habituellement, et signale ensuite un nouveau genre - 
de travail que I on ne définit pas. 

L’idée de travail est inséparable de celle d’une, résistance 
vaincue. Lorsqu’une force -fait décrire une trajectoirè cur- 
viligne à un point matériel, son travail consiste à vaincre 
la résistance que ce point oppose aux modifications dfc son 
mouvement. C’est tette résistance qu’on appelle force d’i- 

' . . V \ 

ne nie. 

*' 4 . * * * * . » , 

La composante tangentielle de la force, Ou (i-i sur- 

monte lâ résistance que le point oppose à l’accroissement de . 

' , V’ 

sa vitesse. La composante normale de la force-, ou p — > 

•* « 1 t ’ * • 

surmonte la résistance que le point oppose au. changement 
de direction de Son mouvement. 

D’après cela, la force d’inertie aune composante tangon- 

ticlle égale à p — » dirigée en sens contraire de la vitesse, 

■ I f *. . * >. ( 

' V» B . 

et une composante normale égale à p — , dirigée dn côté op- 
posé au centre de courbure, ’On doit donc dire, avec Du- 



- I 
< 
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hamel, que la force centrifuge est la composante normale 
de la force d'inertie. 

Dans le cas du, mouvement rectiligne varié, la force d’i- .• 
nerlie I se réduit à • ' 

i = uj 

I ; . ' • • J 

(j représentant, tomme au § LXXXJV, l’accélération to- 
tale). D’où résulte que fi, ou la masse, est la puissance 
ou le coefficient de la résistance du point matériel. Défi- 
nition qui a de l’analogie avéc celle du Coefficient d’élas- 
ticité. I ■ * . t - . ' 

Dans le, cas du mouvement curviligne, la force totale sur- 
monte deux résistances partielles, ou exécute deux travaux 
différents, l’un par sa composante tangentielle, l’autre par * 
sa composante normale. Pourquoi ne définil-on que le pre- 
mier eçjias le second ? Il y alà une véritable lacune, quelqùe 
chose d’incomplet, qùe la théorie du potentiel cylindrique 
signale bien clairement. ■ , * ■ • 

Lorsqu’on y réfléchit, on reconnaît qu’en introduisant 
dans la Dynamique le travail des composantes normales, 
on obtiendrait une ou plusieurs équations qui, jointes- à 
celle des forces vives ou du travail des composantes tangen- 
tielles, comprendraient toutes les lois du mouvement. Ce 
qui établirait une liaison générale entre toutes les parties 
du nouvel enseignement. Alors, le travail par rotation, si 
fréquemment employé dans la théorie des machines, ne 
serait plus qu’un cas particulier de la définition générale et 
complété du travail; Tandis qti’il reste tout à fait en dehors 
de la définition restreinte adoptée,' puisque, comme pre- 
mière conséquence de cette dernière, le travail d’une force ' 
est nul, quand elje sollicite un mobile perpendiculairement 
à la direction de son mouvement. Corollaire qui est exact, 
quand la composante tangentielle garde, pour elle seule, le 
mot de travail; mais, qui devient absurde en présence de \ 
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l’idée du travail réellement exécuté par chacune des deux 
composantes, normale et tângentielle. 

Les paramètres actuels p et p, sont réellement deux po- 
tentiels distincts èt conjugués: car ils donnent, l'un le 
travail de la composante tangentiellç, l’autre celui de la 
composante normale, et l’identité de leurs rôles entraîne 
celle de leurs dénominations. On reproduit en quelque sorte 
leurs expressions caractéristiques (i) et (a), en appelant p 
le potentiel cylindrique linéaire , et p, le potentiel cylin- 
drique angulaire. 
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ONZIEME LEÇON 

* 

SYSTÈMES CYLINDRIQUES ISOTHERMES 

Systèmes cylindriques isothermes. — Problème de l’équilibre des tempéra- 
turcs dj^ns un solide' cylindrique indéfini. — Équation d’un rectangle 
curvillgné, — Généralité des systèmes cylindriques isothermes. 



§ ycix. ; • . 

' LEURS PARAMÈTRES THERMOMÈTRIQüES. . 

' • • * * “ . • . A * * , 

D'après le § XCY les deux familles de cylindres re- 
présentées par les équations , : . . 



(») 



p =S Glo s; =à ’ ;. . - 

S y — b 

Garcfang — -=& 



sont orthogonales; leurs paramètres différentiels du pre- 
mier ordre sont égaux (/i, — h) ] ceux du second ordre sont 
nuis (Aj'« = o, A,(3 = o). Et, si l’on ajoute la famille de 
plans parallèles, définie parles équations 

p,c=z, /t,==I, A,z = o,.. 

on complète un système cylindrique, triplement isotherme, 
sur lequel on peut résoudre, intégralement, une des ques- 
tions de la théorie analytique de la chaleur, sans qu’il 
soit nécessaire de particulariser les potentiels (i), de limi- 
ter le nombre de leurs termes, ni d’ assigner Jeùrs con- 
stantes. ’ ‘ - ' .' 
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' ' :••• § c. * • 

PROBLÈME DE LEURS TEMPÉRATURES STATIONNAIRES 

Un corps solide homogène est limilé latéralement, par 
deux cylindres de la première famille ( 1 ), aux paramètres 
a', a", et par deux cylindres de la seconde famille, aux para- 
mètres j3', fi"-, il. s’étend indéfiniment dans le sens des Z-. 
Chaque génératrice de la surface latérale est entretenue, 
sur toute sa longueur, à une température fixe et donnée, 
qui diffère d’üne génératrice à une autre. Le solide est en 
équilibre de chaleur, il s’agit de trouver la loi intégrale 
qui régit les températures stationnaires V, des points in- 
térieurs. ’ , • 

Il est évident que V doit être indépendant de z, ou ne 
varier qu’avec a et fi. Or, une fonclion,-de-point Y étant 
exprimée à l'aide des trois coordonnées thermométriques 
(«, (3, z), son paramétré différentiel*du second ordre a la 
forme 

A ,V = /d 

(§ XXH) \ l’équation générale À, V = o, se réduit donc,- 
dans le cas actuel, à 

d'\ 

dai‘ + 7fÿ~ °’ . . 

puisque la dérivée seconde en z est nulle partout. ’• < 

H s’agit de déterminer une fonction V de (a, fi) vérifiant 
l’équation (a), qui se réduise successivement à deux fono 
tions données de fi, quand a^==a', quand a = a", et à > 
deux fonctimis aussi données de a, quand fi — fi', quand 
fi == fi" ; de telle sorte que les quatre équations à la sur- 
face 

' * ' ' • ‘ f • 

.• (V a .=A'(p), V a « = À" (p), 

(3) jv^,=B'(*),* V^==B"(«), 



(i) 



IdV- <PV\ <PV 

yda’ dp 2 J dx} ' » - 
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■6 «jr les coordonnées corvii.ignks, etc., i.8i- 
soient satisfaites. (Les accents des A 1 -' 1 , indiquent ici 
des fonctions différentes, et non des dérivées.) Dans les 
fonctions A*-'*, (3 ne varie qu’entre jS' et fi"; dans les fonc- 
tions B <•'?,* he varie qu’entre a! et à". 

Leproblème d’analyse qui vient d’être énoncé, sé résout 
ainsi qu’il suit. On prend d’abord pour la fonction V une 
série de la forme ' : ' • . 

•; ’ ' V= SmFF,; ; ' - ' 

. .. * • \ . • ^ 

chaque terme vérifiant séparément l’équation ( 2 ), et étant 

le produit de trois facteurs, savoir : d’une constante indé- 
terminée M, d’une fonction F de 7 seul, d’une fonction F, 
de |3 seul. On imagine ensuite que la série totale Y soit 
décomposée en quatre séries partielles, chacune d’elles se 
^ réduisant à zéro sur trois des faces latérales; et reprodui- 
sant la fonction ou B (,) , correspondante à la quatrième 
de ces faces. Il suffit alors de savoir comment doit se com- 
poser une quelconque de'ces séries partielles, pour que 
l’on puisse en conclure les trois autres, et par suite la sé- 
rié totale- . ■ 

- . ; . :§ ci. • . ' 

.. SOLUTION PARTIELLE. 

Celle des séries partielles qui doit reproduire la fonction, . 
A' (j3), résoudrait à. elle seule le problème proposé, si les 
A équations à la surface étaient particulièrement , 



j.v à ,,*=A'(p), y a .=o, • v çv-; 

jv., =0, 



Or, si l’on convient de représenter par les symboles E(e), 
C(e)‘, les cosinus et sinus hyperboliques de la variable s; 
c'est-à-dire, si l’on pose ‘ _ y 



e - 4 - e 
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on reconnaît sans peine que la série partielle dont il s’agit,, 
doit-ètre de la forme ■ ' , 



(=00 



(6)J 



v = l -rù; : 



ofi n remplace, pour simplifier, lafraction , . * . 

; • t k . . i , . / " , , 

/ \ . * * . • 

■ 7 ’ p*— P''"'"’ 

i étant un nombre entier quelconque, qui diffère d’un terme 
à un autre'. ‘ - * "■ „ ■ \ 

En effet, d'après les propriétés connues des fonctions. C 
et sinus, chaque terme simple de (G) vérifie l’équation (a), 
et s’annule, pour (3 =-{3' par sin o = o, pour (3 par 
sin itr = d, pour a. = a ,r par <C(o) = o. Ainsi, la série‘(6) 
vérifie l’équation linéaire aux différences partielles (a), et 
satisfait . aux trois dernières équations à la surface (4). 
Pour quelle satisfasse à la première, ou qu’elle reproduise, 
la fonction A! (j3) lorsque a. = il faut que l cm ait iden- 
tiquement : ^ i. ‘ 



-( 8 ) 



.2 Msin^(p^p')=A'(p), 



quand j3 varie entre les deux limites infranchissables et 
• ]3". Il ne s’agit plus alors que de déterminer la valeur que \ 
le facteur constant M doit avoir dans chaque • terme, du 
premier membre (8). ’A cet effet, on fait usage, du théo- 
rème suivant. 

Si r, i', sont des nombres entiers différents* et n, • 
les deux fractions (j) correspondantes, on a identique- 
ment i.\ : •* '•*, , . ... ' 

(9l I sin« (p -r-p').sin é' (P , — p')rfp '= o: ’ — • 

J z’ \ - , . 
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car, l’intégrale indéfinie de l’élément différentiel du pre- 
mier membre, laquelle est ; 

sin (n'— «)(p— g') sin(/z , -t-«)(p — p')~| 



(10) 



2 ( « ' 71 ) 



2(n'-hn) 



se réduit à zéro, à la limite jl = ( 3 ', par sin o = o, et à la 
limite j 3 3= / 3 " par sin (i' zp j) n = o. Eu outre, si n 1 = n, 
là seconde fraction (10) s’annule encore aux deux limites, 
mais la première fractiôn, qui se réduit à ^(( 3 : — ( 3 'j, 11e 
s'annule qu’à la première limite, et devient j (( 3 "— -| 3 ') à 
la seconde; ce qui donne, au lieu de (9), l’intégrale dé- 
finie 



(, r ) 



r 



sin 1 77 (p — P') d$ : 



r- p 1 



Maintenant, le coefficient M du terme de la série (8) 
qui correspond à l’entier t, s’obtient, en multipliant l’iden-" 
tité (8) par le facteur sinn (| 3 — / 3 ') d$, et intégrant les 
deux membres, depuis |3 = ( 3 ', jusqu’à (3 = p". Car, cette 
dernière opération fait disparaître tous les autres termes, 
d’après le théorème (9); et l’on a définitivement 

* V 'qH * 1 ' 

(12) = A 'tP)sin7 *(P-P')^7 

à l’aide de là valeur (it). On pourrait vérifier, par les 
méthode^ exposées dans lç cours A' Algèbre supérieure, ou 
par celles que l’on doit à M. Dirichlet, qu’avec là valeur 
générale (ta) du- coefficient M, la série périodique, qui 
compose le premier membre de l’équation (8), reproduit 
exactement les valeurs données au second, entre les limites 
( 3 ' et p" de la variable / 3 . D’où résulte, qu’avec cette même 
valeur (xa), 1a- série (6) donne la solution du problème 
proposé, quand les équations à la surface 6ont celles du 

groupe (4)- ' , 1 • • 

'• ‘ ; 1 “ . • 

■ * ; - 
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• • • SOLUTION COMPLÈTE. . . . * 

Il est facile de former la série totale V, qui résout le 
même problème dans le cas, plus complet, du groupe (3). 
Si, m représentant la nouvelle fraction 



on désigne les quatre valeurs générales, du coefficient M, 
parles lettres s)ï>(») ; ou, si l’on pose 



( 4 ) 



I r-P'Jir 



* I rt „ 

, ^ a — a. 



y Ç AO')(p)sinn (p — p')t/p = 

J P * 

- f B (j>(a)sinm (a — a' ) da = MbO') f 

Jol' 



. l’accent (/) étant successivement (') et (") , la valeur géné- 
t • raie de la fonction V cherchée, est 



2 = 
+ 2 



X'C [ n [a" — a)] -f- X"C [n («-«')] 



fi [»(«"-«')] : 



sin n (p — p') 



c[.«(p*'— p<)) . 1 



On Constate aisément que cette série totale (i5) satisfait 
à toutes les conditions imposées : chaque terme vérifiant . '* 
séparément l’équation aux différences partielles (a), qui 
est linéaire, la somme de tous les termes vérifie la même 
équation, quels que soient d'ailleurs les facteurs constants 
qui multiplient ces termes. En outre, les quatre équatiohs 
à la surface (3) sont reproduites : car s’il s Agit, par exem- 
ple, de la dernière de ces équations ; lorsqu’on fait ? 
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dans ^iS) j3 = j3", tous les termes de la première- ligne . 
s'annulent 'par sin<7r = o; à la seconde ligne, les ternies 
auN intégrales i fi/ disparaissent par C(o) i== o, et dans ceux 
aux intégrales ift/', qili restent seuls, la fonction £ de chaque 
numérateur devient égale au dénominateur correspondant :■ 
on a donc définitivement, en réduisant, 

V^ii 3iz sin ffi ( Ct — a'). 

• . • \ J 

Et, avec la valeur générale (i4) du coefficient le se- 
cond membre reproduit exactement la fonction donnée 
B w («), entre les limites a.' et a"de la variable. a. On re- 
connaît successivement, et de la même manière, que la sé- 
rie totale V (ta) satisfait aux’ autres équations à la sur- 
face' (3). 

§ cm. 

CAS DES TEMPÉRATURES CONSTANTES. 



'Coiisiclérons le cas particulier où chacune des quatre 
faces latérales est entretenue à Une même température fixe 
dans toute, son étendue, mais différente d’une face à Une 
autre. Les sont alors des constantes, et sortent 

en dehors du àigne d’intégration dans les formules ( 1 4 ) ». 
or on trouve directement 



*) ; 

intégrale définie qui est nulle quand l’entier i 

.égal à 2 A: ; él qui se réduit à 

* * . " . - . * . » 

■ v l .. ; l 

■' . n (2 A i)jit j '■ 



f 



éf - * 

r. ' I 

sin n — {}'),== - (* — co#i 




est pair, ou 




quand i est impair, où égal à aA-t- i. Ainsi les JtO) (i4),’ 
et de même les alîj^ ^ sont nuis pour les termes de la série 
totale (t 5) où l'entier r' çst pair, et pour les termes où t est 




/ 



» 8 $ 

impair, on a 



l.ECOHS 



. ' (>6) ; 



. 

! 



4 a u)\ 

7T a A- + I 



flR,<y) = 2— =-. • • -, -, 

7T 2 Æ -+- I . 



• i 



D après cela, n et m représentant maintênanl les deux 
fractions ' 



■lin)'-' (,a*- n)g__ {ai + tjx 

' • ! qu ar // i : — 

p — p a — a 



la fonction V, dans le cas actuel où chaque, face latérale a 
une même température fixe sur toute son étendue, sera 
donnée par la nouvelle série 



« > » 



A = < 



■ : . (18) V=- *“° 

ff ‘ * = 



Y A'£[«(g" — ot)j -+-A"C[«(« — a')] sin /» (p — p') , 
C[n{a." — a')] 2 4-t- 1 



xfi B'C[w(p* > — p)] -t-B"C[w(p — p')]sinfflfg — a') , 

-—y C[«(p" — p')] a*'-t- r ) 

A = o . ’ ,* - 



dans laquelle les A^, BOU, sont des températures cOn-i 
stantes et données. Il suffira de se rappeler que la série clas-, . 



sique 

V9) 



. 2 



sin (2 A + i)« 



nk ■+• 1 



• • . I t t . * 

'• est égale à ji quand on donne à « des .valeurs comprise»# 

- - entre zéro et sr, pour vérifief immédiatement que la fonc- . ' .. 

tiou V (18) reproduit lps quatre températures fixes de la 
* " V- surface latérale. ' : '■■■,.*■ ' ' . ' 

' :,: 4 ■; • •. v* ' ■- ‘ . . 

. :'ï?A ' i. clv - ' 

■ .ÉQUATION D’UN VOLUME CYLINDRIQUE. . . / - ‘ 

fa formule (i8) 4 aiusr vérifiée, conduit à un théarèûife ' , 



t . *, i. , mt % \ 

» . * X ' * 

> V ' • J 



\ , . . • . ; ‘ * • • • -, * j ■ • 
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-d’analyse remarquable. Si les «pâtre températures A 1 '), 
sont toutes égales entre elles, il est évident que la 
température stationnaire V, de tout point intérieur, doit 
^trc égale à l’unique température fixe de toute la surfaoe; ' ? 
il faut donc que l'équation (18) soit une identité, quand 
on supprimera les cinq facteurs A', A", IV, W, V, deve- 
nus tous égaux. Si l’on remarque que les sinus et cosinus ; 
hyperboliques C et E vériüent les formules 

aussi bien que les sinus et cosinus ordinaires, on mettra 
.facilement l’identité dont il s’agit, sous la forme 









4&*mi 






2.k -+- 1 



sin a; (a — a') 
2 A 4- 1 



• * y -■ • ■ 

■' où m et fl ont les valeurs générales (17). 

A l’aide de formules empruntées à Legendre, on par- 
vient à 1 constater que la somme des deux premières séries 

. e$t Constamment égale à ^ , quand on donne à oc une valeur 

. quelconque, comprise entre «' et oc", à (3 une valeur quel- 
conque comprise entre fi 1 et j 3 ". Mais les deux membres 
de (20) ne sont plus égaux quaud oc ou (i, ou d et |3 sortent / 
de leurs limites, carie premier membre 1 devient alors ih- 
üni, par suite de la divergence des deux séries ou de l’une 

. d’elles. . . • 

• _* • « . , »... . . 

Ainsi, f équation (20) est vérifiée par les coordonnées 
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:(<*; P) de tout point situé à l’intérieur du corps proposé, (il-, 
U ou par celles d’un point extérieur. C’est donc, en réalité, 
l’équation du volume compris entre les quatre cylindres 
aux paramètres (oé, a", f> , (S"). Cette équation embrasse 
môme tous les points situés sur la surface qui limite ce 
volume -, mais à l’exception de ceux qui appartiennent à 
deux faces. , .• . ‘ ' 

En effet, pour a==sc ^ •t , , ou pour (3 = j 3 ( {> seulement, 
tous les termes de l’une des séries ,( 20) s’annulent; et, dans 
la série qui reste, la fonction E de chaque numérateur de- ‘ 
vient égale au dénominateur correspondant; en sorte que 
'le premier membre, se réduisant à une série (19), est iden- 
tiquement égal au second. Tandis que, pour à. == aé J) et 
j 3 =j 3 à la fois, les deux séries s’annulent, et l’équa- 
tion (20) n’est plus vérifiée. 

En un mot, l’équation (20) représente le volume cylin- 
drique du corps proposé, surface latérale comprise, mais 
moins les arêtes. Ou bien, en restant sur le plan d’une des 
sections droites du volume cylindrique, l’équatio’n (30.) 
représente la surface plane du rectangle curviligne compris 
entre les directrices («', a.' 1 , / 3 ', j 5 "), les côtés compris, mais 
moins les sommets. > • u 



/§ CV. . v .’ 

TEMPÉRATURE DES CYLINDRES ISOTHERMES. 

* , • .•••«,’’ ' •,» 

; • 

A joutons aux deux solutions, l’une générale, l’autre par- 
ticulière, donnée par les séries (i 5 ) et (18), la solution, 
beaucoup plus simple, du problème relatif aux enveloppes 
limitées par des parois isothermes. Lorsque ces parois sont 
deux cylindres d’une môme famille (1) aux paramètres a! 
et a", ou f et fi", entretenus, l’un a la température prise 
pourlmité, l’autre à zéro, les températures stationnaires V 
des points intérieurs de l’enveloppe sont données par la 



:• V 
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fraction 



“•■ T =f==r’ 



qui vérifie l’équation générale A,V = o, et reproduit, en 
outre, les deux équations à la surface. . 

.L'état calorifique étant le même, pour toutes les sections' 
perpendiculaires aux arêtes du système cylindrique, on peut 
- restreindre l’énoncé des lois au plan d’une des sections, et 
considérer les équations (1) comme représentant deux fa- 
. milles de courbes, orthogonales et isothermes, toutes situées 
* 1 dans ce plan. La formule (ai) donne alors les températures 
des courbes d’une môme famille, lorsque deux d’entre elles 
sont entretenues, l’une à zéro, l’autre à une température 
fixe prise pour unité. Les courbes de cette première fa- 
, mille, devenues effectivement isothermes, sont coupées or- 
thogonalement par celles de la seconde famille, qui figu- 
rent, en quelque sorte, des filets de chaleur; puisque la 
chaleur s’écoule, sur chacune d’elles, de .la source chaude 
à- la 'source froide, sans se détourner latéralement : le flux. 
, calorifique étaiit nul entre molécules qui ont même tempé- 
rature. Ainsi lorsque les courbes a (i) deviennent effecti- 
vement isothermes, les courbes |3 sont des filets de chaleur, 
et inversement. t _ . ’ ; -, 

nv / § cvi. .•* . 

CYLINDRES A BASE CIRCULAIRE. 

' .. . ' • ’ ‘ 

Les trois solutions (t 5 ),.(i 8 ), (21), et l'équation "(aô ) • 

représentant un volume, sont applicables à tous les sys- 
tèmes de potentiels cylindriques, compris dans les équa- 
tions primitives (1). Le plus simple de tous est le système 
des coordonnées polaires planes, dont les paramètres therr 
mométriques sont ; >' \ •'< 



y 7 r 

a —log-— — = log-, , 

y , .% • , . 

S arc tartg -» 
v x 
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équations qui conduisent aux formules de transformation' 



» i x =f re a cos p , 
y — ce a sin fi , 



et à la valeur commune, dqs paramètres différentiels du pre- 
mii'r ordre, laquelle est . 



-„■> r 



Lorsqu’il 's’agit 'd’une enveloppe indéfinie, limitée par 
deux cylindres droits concentriques, aux paramètres ex! et 
i*,!ou de rayons r' et /•", la paroi intérieure ayant la tem- 
pérature prise pour unité, et la paroi extérieure étant à 
zéro, V- s'exprime par la première fraction (ai), ou par 



cellç-ci 



À . • 

Lorsqu’il s'agit d'un solide indéfini, compris entre deux 
cylindres ( a a 7 ), et doux plans méridiens (p/, j5") ^c’est-à- 
dire avant pour section droite un secteur circulaire tron- 
qué: si l’on connaît les températures fixes, données, aux 
■ ‘génératrices des faces latérales, la formule (i5), ou (i8), 
donnera la loi intégrale des températures stationnaires des 
points intérieurs; et l’équation ( 20 ) représentera le volume 
de ce corps cylindrique, ou simplement le secteur tronqué 
qui en forme la base. ‘ ’ ’ * . • ; 

.Si l’on préfère employer la coordonnée r, au lien du 
paramètre thermométrique ar, on prendra 

11 r • l)ir • . .* • • V 

. .■ ou m — — -yf ~ i 

■: . lo €'p:. ■ . - : : log -p • • 

et l’on remplacera les C et les E des na!> . par des puis-. 
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sauces des rayotis rV\: par exemple, dans la preritière sé- 
rie (20), au lieu du rapport de deux fonctions E, ou aura . ' 
l’expression 

* n . n * r . • ■ • 

, ; ■ K*; 

m • 

et- 1 exposant -) qui a pour valeur .numérique ,1a fraction 

. . * ’ 4 ■ : "• ' • "* • , - 

fafc.+ ï)*'’ - 

. •' : xr-rr- •• -.'/.Y 

sera entiçr, si l’angle '(P* — P') - est une partie aliquotef dc 
l'angle droit, ou de .* ■ > 

. • V 2 • r . , 

'On remarquera que cet abandon de la coordonnée- ther- 
iHOmétrique a, pour lui substituer le rayon t, enlève sa 
forme générale «à la valeur (i 5 ), et fait- disparaître toute 
symétrie entre les deux séries partielles de chacune des deux , - 

fonctions V (i 5 ^ et (18). S’il s’agissait d’établir les formules 
ainsi transformées, directement ou en partant du rayon r, „ ; - 

te défaut de généralité, et le manque de symétrie, compli- 
queraient singulièrement la recherché de ces solutions spé- , 
riales. • . - : " . - 

” ; ’ v • • § cm . / ; Y ; ; . 

. /, GÉNÉRALITÉ DES CYLINDRES ISOTHERMES. 

% ’**,**•'’ ■ j [ ' : ' *1 • . * 

Nous considérerons, -dans les prochaines leçons, d’autres 
systèmes empruntés aifx formules primitives (i),- afin d etu- ' 
dier de près tout ce qui concerne les Signes et les limites des • 
paramètres thermométriques. Mais, avant d'entreprendre' 
cette étude, il importe de faire bien comprendre que lès 

solutions, exposées dans cette leçon . embrf ..sent tous les. 

V ' *V‘ • • - ' - 



■ V ' . 



t t V . ’ 






« 
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indépendants de z, vérifient les deux équations 
.(22) 



a i ^}) 



| f/(3 d a 

dx dy ’ 



i rfp__£â ' ; , 

( dy dx' 

• ' , ■ * , . • . ’*>*«' 

desquelles résultent toutes les conditions essentielles à ces 
applications. Ravoir : i° l’orthogonalité des deux familles de 
ejlindres, par l’identité * ’ y ■ 

• ■ • d-at d p d a d jj 

\dx -dx dy dy * 

2 ° leur isothermiè, puisque la différentiation donne 

. ! * * - ' 

, d , a' d*a d * B d * fi ■ . ■ 

•• * * , * a » ■ 

3° enfin l’égalité des deux paramètres différentiels du pre- 
mier ordre^ car on a / . • 






(dx\ 



En çéalité, le groupe (i) est une forme donnée aux inté- 
grales des équations aux différences partielles (îî),. mais 
ce n’est pas la seule. Avec deux fonctiôns déterminées 
(a, (3) , vérifiant les équations ( 22 ), on compose deux 
autres fonctions (Pj Q), jouissant de la, même propriété, 
en posant 

| i* = iog 

/ Q = arctangÇ, . 

. . • ■ ■ ‘ t » « . . ’ - *• V* • ' . ’ , ’ ' '• 

pù ^ est la valeur commune des deux radicaux 

■ * V ■' 



(24) 



(.25) 

’ .. 



vm 



VIFÏfH 



: '!>> 
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et £ la valeur commune des deux fraction 

• •/ rfp . - dx 



(26) 



dx dr 

dZ~ dp 
dx. • dy 





En effet, outre les identités- (a 5 ) et (26), les équa- 
tions (aa)j jointes à leurs corollaires (a 3 ), établissent 
celles-ci 



I dx d>p 
j dx dx 1 


dp d * a 
dx dx 1 


dp d‘p dxd'x 
, dr dy * dy dy* 




1 • 


* v . 


1 dx d-p 


dp d'x 


dpd'P dxd 


I dy dr 5 


dy.dr 1 


dx dx 7 dx dx 2 


r 




d* 2 



car, en substituant dans les numérateurs des premiers 
membres, à chaque dérivée première sa valeur déduite du 
groupe (aa), à chaque dérivée seconde sa valeur déduite 
du groupe ( 23 ), on obtient les seconds membres. Or, d’a- 
près les équations posées (a 4 ), et les valeurs (a 5 ) et (26), 
ces identités ( 27 ) peuvent s’écrire ainsi * , , 




[ d Q ___ rfP 
I dx “ + df ’ 

j dQ dP 

( dy dx ! 




donc les fonctions P et Q ( 24 ) vérifient les équations aux 
différences partielles (22). 

Cçs équations linéaires seront conséquemment vérifiées 
par les séries 



j p — ^ 

) Qf§ £ arc ,an s,s> * 



1 3 
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où les (>p, £) diilèrent, d’un terme à l’autre, parles (at,| 3 ) 
<jui les composent. Si les (a, (B) sont emprantés au 
groupe (i), on aura, dans le groupe (29), une seconde 
forme d’intégrales. On en déduirait une troisième de la 
même manière. 

' 1 < • 

La forme intégrale la plus concise est donnée par le- 
quation , . • 

( 3 °) P -h Ct \/— 1 = F(x \l— 1 ), 



où F indique une fonction quelconque du binôme - 

(ar-h/ V— « ) > 



car l’identité 



d F , df 

d}~~ ) ' 1 dx' 



exprimée à l’aide des fonctions réelles (at, ! 3 ), devient 

(ï.) 

dy dy dx 4 dx . - 

et reproduit essentiellement les relations (22). 



v cvin. 

• 17 1 1 • 

CYLINDRES HOMOFOCAUX. 

Par exemple, la forme ( 3 o) conduit très-simplement au 
système des cylindres homofoeaux du second ordre, lors- 
qu’on pose 

1 — — . x -t -y d — 1 ‘ ; . 

8 t- * V — 1 = arc sm r - :L - L - — •, 

C 

équation d'où l’on déduit : t u à l’aide d’une .extension t ri - 
gonométrique connue, la relation inverse 

x -H'/ >/ — 1 = c [E(rt)sin p -t- \/ — t i' (a) cos ; 
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a° par séparation, les valeurs 



(.32) . 



x = cE(st)sin p, 
y — (a)cos p ; 



3° par l’élimination successive de a et de J3, les équations 
des cylindres conjugués 



t3D 



x 1 y 5 3 

\-ï ! P) + î î P) -e ’ 
Î41 

\ sin’f 



y' 

— c’; 



1 p cos’ p 
4° enfin, par l’introduction des àxes 

cE(«)=ji 



G34) 



csin p = v 



d’o 



\cC(aj=y/p’ — c' ■ 
I ccosp = \Zc’ — v 1 . 



(35) 



y 1 - 

P=7’-'’ : 



les mèmes[équations présentées sous la forme habituelle et 
caractéristique 

» r 

X 7 

P 

il- 

v’ c 1 — v 1 

ntt. 1 , v _ t , •• , • 

On peut donc appliquer les solutions (i5), (i8), ( 20 ), 
(ai), aux corps limités par des cylindres elliptiques et hy- 
perboliques homofocaux, en Se servant essentiellement des 
paramètres thermomélriques (a, /3), qu expriment les in- 
tégrales - - 1 > . 

... _ r* ‘‘r 

• K Je - vV— c ’’ 

^ p ■> . rfy ,• ~ 

s/c 1 — iv>‘ , • 

^ • • . , . ■ 
En général, s’il suffit de constater la vérification des équa- 
tions ( 22 ), pour en conclure que les cylindres cônjuguéMOnt 

• ■ • u3. 
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orthogonaux, cl que leurs paramètres différentiels <lu pre- 
mier ordre sont égaux, réciproquement, de celle égalité el 
de celle orthogonalité reconnues, on peut conclure la véri- 
fication, ' _ * • 

En effet, les deux équations, -• • 

du dp _ ■ 

dy t/y dx d.r ’ ’ 

ayant lieu, par hypothèse., on peut les mettre sous la 
forme 



/^ËY— f — Y— 

\ t/y ) \ dy / \ ilx ' \ ttx J 

iip da (la dp 

dy dy dx dx ’ 



i 1 

un a 



f, ajoutant à la première, la seconde multipliée par a \/ — i , 



d’où l’on déduit, en extrayant la.racinc, soit l’équation ( 3 i), 
puis le groupe (22), soit cette équation, puis ce groupe 
avec « en place de fret réciproquement, ee qui ne change 
rien à la conclusion. La vérification ayant lieu, les équa- . 
lions ( 23 ) n’en sont que des conséquences. 

-Donc, quand ou a reconnu que deux familles de cylin- < 
dres, aux paramètres a, (B, se coupent à angles droits, et 
que* leurs paramètres différentiels du premier ordre sont 
égaux, 011 peut en conclure : que ces deux familles sont iso- 
thermes, que a, [ 3 , sont précisément leurs paramètres ther- 
mométriques, et qu’on peut leur appliquer les solutions 
générales, exposées dans celte leçon.- •' 

Par exemple ou a posé, dès l’abord, les deux équa- 
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lions (.35), représentant dus ellipses el des hyperboles aux 
mêmes foyefs F et F'. Ces deux familles sont orthogonales, 
puisque, des deux courbes conjuguées qui se coupent au 
point M, l une a pour normale, et l’autre pour tangente, 
la bissectrice de l’angle FMF'. Par des raisons de symétrie 
et d’homogénéité, on cherche des paramètres («j (3), tels 
que les deux axes de chaque courbe, qui ont même impor- 
tance, aient des expressions homologues, sans subordina- 
tion de l’une à l’autre.. Ce qui conduit : 1 ” aux valeurs (34), 
écrites inversement; 2 " aux équations transformées (33) ; 
3 P enlin aux formules (32), lesquelles donnent 




ou bieh h, = h. Et l’on peut appliquer, au cas actuel, les 
trois conclusions de l’article précédent. 



Les diverses formes, trouvées au § CVll, pour les inté- 
grales générales des équations ( 22 ) donnent des séries d’inté- 
grales particulières, qui ne sont pas nécessairement dis- 
tinctes. On pourrait même démontrer que toutes ces formes 
rentrent dans celle qui passe par les imaginaires. Toutefois, 
nous adoptons exclusivement la forme primitive ( 1 ), qui, 
étant née de la considération des potentiels cylindriques, 
semble mieux appropriée que toute autre, à l’étude des phé- 
nomènes naturels. 11 y a même de fortes raisons de croire 
que cette forme recèle toute la théorie mathématique des 
courants électriques. Quoi qu’il en soit, les potentiels cy- 
lindriques pourront donner lieu à des rechercltes impor- 
tantes; si l’on en juge par lés travaux d’un jeune géomètre, 
M. llalon, qui a su tirer, de ce sujet à peine inauguré, des 
généralisations très-remarquables, au point^de vue de La 
géométrie. 
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Quant à. nous, qui n’avons d’autre but, dans les leçons 
actuelles, que de bien faire connaître un nouvel instru- 
ment, celui des coordonnées curvilignes, nous devons nous 
borner aux questions de la théorie analytique de la chaleur, 
dont les solutions sont numériquement applicables à tous 
les systèmes cylindriques isothermes. Or, chacutie de ces 
applications exige l’étude préalable des signes et des limites, 
qu’il convient de donner aux paramètres thermométriques 
du système considéré, suivant la question que l’on traite. 
11 importe donc d’indiquer comment peut être dirigée cet,te 
étude, en prenant pour exemples, ou pour cadres, les sys- 
tèmes cylindriques isothermes les plus simples, après celui 
des coordonnées polaires. Tel sera l’objet des deux leçons 
qui vont suivre. ' ' ’ 
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SYSTÈME CYLINDRIQUE BI-CIRCULA1RE. 

Système cylindrique bi-circulaire. — Ses paramétrés lhermométriques. — 
Détermination graphique de ses surfaces isothermes et de ses (ilets de dia- 
léiir. - Teinpératurcs stationnaires dans les cylindres et les prismes cur- 
vilignes formés par ec système. 



§ ( :ix. - 

SES DEUX FAMILLES. 

Le système de potentiels cylindriques él conjugués, dont 
les paramètres lhermométriques sont 



(«1 



•, \l{x+c)'+}r' 

a lot! - - ■■■■ - « 

s/(x — <•)’+ y 3 



< 

I p = ai r lang ^ 



arc tang 



X -t- c 



esleompris dans les! valeurs générales (i), § XGIX. Chaque 
potentiel est alors réduit à deux termes, dont les coeffi- 
cients sont égaux à l’unité, et de signes contraires. Lepre- 
mier potentiel indique deux droites, l’une attractive, l’au- 
tre répulsive; l’origine des (x, y) est au milieu de la 
distance ac qui sépare ces deux droites. 

Passant du logarithme, exprimé, par la première (i), au 
nombre correspondant, et adoptant la notation des F,, 
C, (5) § CI ; évaluant la tangente de l’angle (3, différence 
de deux angles dont les tangentes sont exprimées en (x, y) ; 
ou arrive facilement aux équations 



(*) 



. ' Efa) 

i cos B 
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qui définissent très-simplement les deux familles de cylin- .. 
dres isothermes dont il s’agit. ' ■. 

: ' i 

1 fig- i- ; % 




• Soient, sur le plan des xy, C la trace de la droite attrac- 
tive, C' celle de la droite répulsive, M un point quelconque. 
La premier*} (a) représente le cercle, lieu géométrique des 
points M, tels que le rapportée") des rayons vecteurs, ou 
MC' ; MC, est constant. La seconde ( 2 ) représente un 
segment capable construit sur CC*, c’est-à-dire le cercle, 
lieu géométrique des points M # tels que l’angle ((3) des 

rayons vecteurs, ou CMC', est constant,. Les cylindres ( 2 ) 
sont donc tous à bases circulaires, mais excentriques. 

On obtient sans peine les Valeurs des (x, j) eh fonction 
des coordonnées thermométriques («, (3). Retranchant la 
seconde ( 2 ) de la première, et supprimant le facteur com- 
mun 2 c, on a « ' 

(3) 



E(a) 






cos 8 



ajoutant, au contraire, les équations ( 2 ), divisant par 2 ^ 
et remplaçant le facteur c du second membre par sa va- 
leur (3), il vient . • 

(4) 



, , , E’faj cos J 8 

x 1 -f- y = x — ! — - v 1 L •’ 

, - ’. ^’( a ) sin j p ’ 



ou Rien, réduisant, à l’aide des relations homologues qui 
lient les sinus et cosinus, soit ordinaires, soit hyperboli- 
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qùes, puis extrayant la racine carrée 



20 1 



(5) 



£ ( a J sin p 



Enfin, les deux équations (3) et (5), du premier degré en 
(x, ^), donnent par élimination 



r-C(ct) 



( 6 ) 



E(a) — cos p 
csin p 

E ( a ) — COS p. 



pour les formules de transformations cherchées. Il en ré- 
sulte que x s’annule et change de signe avec a, y avec |3." 
La suppression du double signe, lors de l’extraction de la 
racine carrée, n’a fait qu’assigner le sens des x ou des y po- 
sitifs. 

Les paramètres a et /3 ayant été respectivement substi- 
tués à ceux p et p,, les équations ( 2 ), mises sous la forme 



• l['— 



(7) 



représentent les deux arcs ou lignes de courbure j, et 
du système orthogonal actuel, et donnent, immédiatement, 
pour les deux seules courbures qui ne soient , pas nullesj 

1 £(«) ■ 



sin p 

't , . 



Or, ici-, les deux paramètres différentiels du premier ordre. 
A-, et h, doivent être égaux (§ XCV.) -, les formules généra- 
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les (24)1 du § XXX, donneront ‘dune les dérivées 

* 

, dh C(a) 
da ' c 
dh sin pr 

dp ~ ~T ’ 

et l’on en déduira, par intégration, 

E { a ) — COS p 



<«) 



A , = A 



y 'étant une constante absolue, qui reste à déterminer, • 

■ v - /\§ CX. / ‘ •' 

SES PARAMÈTRES THERMOMÉTRIQUES. 

Le paramètre a (1) a pour valeurs extrêmes, l’inüni né- 
gatif sur. la droite répulsive dont la trace est C 7 , et rinfini 
positif sur la droite attractive dont la trace est C; il est 
égal à zéro sur le plan des yz , dont tous les_ points, sont 
également distants de ces deux droites. Ainsi la famille des 
cylindres « commence et finit par de simples droites; elle 
comprend un plan, qui la partage en deux suites, égales et 
symétriques,- l’une, des cylindres dont le paramètre est né- 
gatif et qui entourent la droite répulsive, l’autre, des cylin- 
dres dont le paramètre est positif et qui entourent la droite 
attractive. 

Le paramètre (3 (1 ) étend ses valeurs entre.zéro et air. 






- C 'V 



-X: 



■ 1 



it+p- 
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Le cercle, représenté par la seconde équation (7}, comprend 
réellement ,les bases de deux cylindres, aux paramètres fi 
et t: 4- fi, puisqu’il se partage entre les segments capables 
de ,ces deux angles. C’est-à-dire que toute surface cylin- 
drique, définie par une valeur déterminée du paramètre |5, 
a pour limites infranchissables les deux droites actives dont 
les traces sont C' et C. 

L’arc ou la ligne de courbure j,, qui correspond à une 
valeur déterminée de a, comprend tout le cercle représenté 
parla première équation (7); et la coordonnée (3 y varie 
entre les deux limites o et 2 te. lyiais l’arc s, qui corres- 
pond à une valeur déterminée défi, ne comprend que l’un 
des segments capables représenté par la seconde (7); il a 
pour extrémités infranchissables les traces C' et C; et la 
coordonnée a y varie de — ce à -t- 00 .‘L’arc t, correspon- 
dant àf3 = o ou a (3 = 2 7t, se compose des deux parties de 
l’axe des x, situées en deçà de C' et au delà de C. L’arc s , 
correspondant à- (3 = te, se réduit à la droite CC'. 

Le paramètre |3, n’entrant dans les équations (2) et (6), 
que par soû sinus et son cosinus, s’il est augmenté ou di- 
minué d’un multiple quelconque de 2 te, il définira (oujours 
le même cylindre. D'après cela, ce paramètre peut être 
considéré comme ayant ses valeurs comprises entre — n 
•et -f- TT. Alors, la partie CC' de l’axe des .r correspond à 
(3 = ±it, et tout le reste à j3 = o. Les formules (6) con- 
duisent d’ailleurs à la même conséquence : car, considé- 
rant le côté des « positifs, si f3 est zéro, on a 



y — », 




£ («) 

£(«)-. 



c 






E (°o-+- * 

E(a; — I 




d’après la relation (£* 
à -|- 7E, ou à — te, on a 

A 

r — O, r = r 



= E* — 1)., tandis que si j3 est égal 



C(«) ^ •'./ *(«)-> . ' 

E(a)+ I . V E ( a 1 ’ 
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d’où résulte clairement que x surpasse c dans le premier 
cas, et qu’il lui est inférieur dans le second. *' 

§ cxi. V 

SON PARAMÈTRE DIFFÉRENTIEL. 



Ainsi, le milieu O de la distance CC\ ou l’origine -des 
(x,y), a pour équations 

* et = o, |3 = k. . ” 

En ce point, l’arc s est rectiligne; et son élément ds se 

\ « ■’» , ! " . t do. 

réduit à la valeur infiniment petite de x (6), qui est c —■ 

1*. * /• 

On a donc, en O, 

. d x 2 

hss * = ? 

Autrement : il résulte des valeurs données aux constantes 
G, dans le potentiel cylindrique linéaire a (i), qup l’aUrae- 
tion et la répulsion, exercées parles droites C et C', sur 
l’unité de masse placée à l’unité de distance, ont une intçn-' 
. sité égale à l’unité; or, ces deux forces variant en raison 
inversé de la simple distance, leur résultante, qui est par- 
tout égale à h, et, dirigée suivant la normale positive de la 



surface a, sera évidemment - au milieu de CC / . 

. * c 

I J 

• *• .2 " 

Ainsi, l’intégrale (8) doit se réduire à -i quand a est nul, 

ci j3 égal à 7t. La constante y est donc nécessairement nulle, 
et l’on a généralement 



(9) 






E (a) — cos p 



Cette valeur du paramètre dillërenliel du premier ordre, .. 
est d’ailleurs celle qu on obtient directement , en déduisant. 
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îles formules (6) les expressions 



/ djr. \ 2 / rly \ 1 

\5â ) + \dl) ’ 




do — i Ct faisant usage de l'identité 

[E (a) cos ? — i]’ -t- <£’ (a) sin’fi = [E (à) — cos p]’, 
facile à établir. , ■ 

Les coordonnées curvilignes (a, fi) (i) étant suffisam- 
ment définies, appliquons à ce système, orthogonal et tri- 
plement isotherme, les solutions générales de la leçon 
précédente. Le caractère spécial, de cette application par- 
ticulière, consiste dans les doubles valeurs données au para- 
mètre lhermométrique (3 ; car, suivant la question que l’on 
traite^ il faut regarder ce paramètre, comme restant posi- 
tif entre zéro et art, ou comme variant entre — n et -f- w. 

Par exemple, si l’on considère, sur un même cercle a, 
deux points M et M' situés, l’un au-dessus, l’autre au-des- 
sous de Yaxe central CC' (fi g- i), et qu’il s’agisSe de foire 
la sommation de certainséléments répartis sur l’un des deux 

arcs MM' ; on fera croître la coordonnée (3 'd’une manière 
continue, de M en M' pour l’arc M AM' qui coupe l’axe cen- 
tral entre G et C', de M' en M pour l’arc M' A'M qui coupe 
cet. axe sur le prolongement de C'C; ce qui exige que {3 
ait ses valeurs comprises, entre zéro et 2 7r dans le premier 

cas, entre — r. et — (— 7r dans le second., 

„ *• 

> § exir 

SES PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES. 

Ali point de vue restrictif du § CV, les propriétés des 
cercles («, (3), représentés par les équations (a), on (y), 
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ramènent, à la géométrie élémentaire, la détermination dçs 
courbes isothermes et des filets de chaleur, dans les divers 
cas embrassés par la formule (ai) du paragraphe cité. On 
a d’abord deux théorèmes généraux, qu'il suffira d’énoncer. 

Théorème I. Si d’un point quelconque, A, de la droite 
<r=.o, que nous appellerons axe radical !, on mène des 
tangentes à tous les cercles «, toutes .ces tangentes sont 
égales en grandeur, comme étant les rayons du cercle {3 
dont Je centre est en A (fig. 1 ), * , 

Théorème II. Un cercle (3 coupe l’axe radical aux. points 
D et D' ; pour déterminer le cercle a. qui passe en un de ses 
points M, on mène les droiteS MD, U’ M ; les points A, A', . 

où ces droites rencontrent Taxe central CC', assignent un 
diamètre AA' du cercle cherché; et le logarithme du rap- 
port AC' ; AC donne. son paramètre a. (fig. i). 

Viennent ensuite plusieurs problèmes, dont il suffira 
d’esquisser les solutions. 

§ CX1II 

/ TUBF. A' PAROIS EXCENTRIQUES. 

Problème /. Un tube cylindrique indéfini, à parois cir- 
culaires excentriques , est entretenu intérieurement à la 
température t, extérieurement à zéro. Il s’agit de détermi- 
ner les températures stationnaires de l’enveloppe, ses cylin- 
dres isothermes et ses filats de chaleur. — La section droite 
du tube donne deux cercles isothermes a. La droite qui joint 
les centres de ces cercles est l’axe central. 

Pour déterminer un point de l’axe radical, on mène une 
tangente NTN' au cercle intérieur, laquelle coupc le cercle 
extérieur en N, IV; sur TN et sur TN' on construit deux 
triangles équilatéraux, et la droite SS', qui joint leurs troi- 
sièmes sommets,' rencontre NN' au point A cherché. La 



• i ■ • 
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perpendiculaire abaissée de A sur l’axe «entrai sera l’axe 
radical. Le cercle (3 décrit de A comme centre, avec AT 

Fi (j. 3. 



• ’i 




pour rayon, coupera l’axe central aux points C et C'. Ces 
points étant ainsi déterminés, si l v P"est la distance mi- 
ninta des deux cercles, les logarithmes des deux rapports 
P'C' ; P'C ï P"C' P"C, donneront les paramètres a! cl a." 
«les deux parois, intérieure et extérieure, du tube. On cons- 
truira facilement le fdet de chaleur (3, et le cercle isotherme 
«, qui concourent en tout point, AI, de l’enveloppe. Puis, 
Ip paramètre a étant numériquement évalué ( Théorème //), 
la formule ' 

y _ g ~ • - h' > . 

T — # // • 



*1 i 



donnera la température stationnaire en AI. 

§ CXIV. 

* P ■ » t 

CANAUX DANS UN MILIEU SOLIDE. 

.j ■ ■ . ' t * » 9 * 

Problème II. Une masse solide est limitée par un plan 
indéfini, entretenu à zéro, et traversée, parallèlement à ce 
plan, par un canal cylindrique à base circulaire, entretenu à 
la température i . 11 s’agit de déterminer les températures sta- 
tionnaires de cette masse solide, scs surfaces isothermes* ci 
ses filets de chaleur.. — La section faite, perpendieulairc- 



'4 $ ** 
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ment aux arêtes du cylindre, coupe la paroi plane suivant 
l’axe radical, et te canal, suivant un cercle a, 




ele sur l’axe radical, est l’axe central. Menant dti point O 
la tangente O P, le cercle décrit de O comme centre avec OT 

pour rayon, a {tour paramètres fi = ± et coupe 1 axe 

central aux points C et Ç'. Ces points étant ainsi détermi- 
nés, si P' O est la distance minima du cercle -à la droite, le 
logarithme du rapport P'C' : P'C donne le paramètre a' de 
ce cercle. On construira facilement le filet de chaleur (3,, et 
lé cercle isotherme a, qui concourent eu tout point assi- 
gné, M, de la masse solide. Puis, le paramètre a étant nu- 
mériquement évalué, la formule 




donnera la température stationnaire eu M. 

Problème III. Une masse solide indéfinie est traversée 1 
par deux canaux cylindriques, à bases circulaires, et dont 
les axes sont parallèles. L’uu de ces canaux est entretenu à 
Mro, l’autre à la température i. Il s’agit de déterminer les 
températures stationnaires de la masse solide, ses surfaces 
tîothermes, et ses filets de chaleur. — : La section faite per- 



V 
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pendicuiairement aux arêtes des deux cylindres, les coupe 
suivant deux cercles isothermes a, l’un extérieur à l’autre. 

• , */ Fig. J». . 




La droite qui joint les centres des deux cercles est l'axe 
central. Le milieu* A d’une tangente, T' AT", commune aux- 
deux cercles, est un point de Taxe radical. Le cercle (3 dé- 
crit de A comme centre, avec AT' — AT " pour rayon, coupe 
laxe central aux points C et C' (C est-intérieur au canal 
chaud). Ces points étant ainsi déterminés, si P' P" est la 
distance minima des deux cercles, les . logarithmes des rap- 
port? P'C' : P' C. P"ty : P"C. donnent les paramètres a' et 
— a" de ces cercles. On construit aisément le filet de cha- 
leur ,{2 et le cercle isotherme «, qui concourent en tou 
point désigné. M, de l'espace solide. Puis, la, valeur numé- 
rique, positive ou négative, du paramètre % étant évaluée, 
la formule 



. 1 



donnera la température stationnaire en M. Par exemple, si 
les deux canaux ont le même rayon, et que.le point M soit 

• | 

pris sur l’axe radical, sa température sera -• 

- - § CW. 

CYLINDRE MI-CHAUD. MI-FROID. , 

t , * f „ • ' 

Problème IV. La surface d’un cylindre solide indéfini 
à base circulaire, est partagée en deux parties, que iimitent 

. «4 ' 



. Digitized by Google 



,210 ‘ ‘ LEÇONS • 

deux génératrices l’une de.ceS parties est entretenue à 
zéro, l’autre à la température i. Il s’agit de déterminer les 
température^ stationnaires du cylindre, ses surfaces 'iso- 
thermes, et ses filets de chaleur. . . 

La section droite du cylindre coupe les génératrices- 
limites aux points C et C ; ( Jig . 2 ), ef la surface totale sui- 
vant deux segments capables, l’un à zéro, dont le paramètre 
est’ un angle /b', l’autre à la température' i, dont le para- 
mètre positif est (b" = ji + |2'. On construit aisément le filet 
de chaleur a, et le segment capable isotherme j 3, qui con- 
courent en tout poiht désigné, M, du cylindre solide. Le 
paramètre positif (3, compris entre fi' et r. 4 - fi' , a une va- 
leur angulaire facilement assignable. Puis, la formule 

•’ • • V = l^' ’ 



donne la température statiomlaire en M. Par exemple, si 
(3 ' — et que le point M soit pris sur Uàxé central, sa tem- 

pérature sera |3 étant alors égal à 7 t. 



Problème V. Un canal cylindrique, à base circulaire, 
est percé dans une masse solide indéfinie; sa paroi est par- 
tagée en deux parties que limitent deux génératrices ; l’une 
de ces parties est entretenue à zéro, l’autre à la tempéra- 
ture 1 . Il s’agit de déterminer les températures de là masse 
solide, ses cylindres isothermes, et ses. filets de chaleur. 

La section droitedu canal, coupe les génératrices-limites 
aux points C et C', et la paroi suivant deux segments ca- 
pables, l’un à la température 1 , dont le paramètre est un 
angle |3', l’autre à zéro, dont le paramètre négatif est 
fi" ~ — 7 r—t— On construit aisément le filet de chaleur «, 
et le segment capable isotherme <3, qui concourent en tout 
point désigné,' M, de la masse solide'. Le paramètre [b, com- 
'pris entre r- 7t 4- fi' et (b', a une valeur angulaire, positive 
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ou négative, facilement assignable, puis la formule 

• * " ' y= 

7T • 

donne. la température stationnaire en M. Par exemple, si- 
fi 0 — j’ et I 116 M soit pris sur l’axe central prolongé, sa 
température sera - ; (3 étant alors égal à zéro. 1 

Problèmes VI et VII. Une surface -cylindrique indéfi- 

• nie, ayant pour base discontinue le segment capable d’un 
angle (3 et la droite CC’, limite une colonne pleine, ou 



• Fie- 6. 




forme la paroi d’un canal traversant une masse solide. La 
partie courbe, de la surface de la colonne, ou de la paroi 
du canal, est entretenue à la température i, la partie 
plane à zéro. Il s’agit de déterminer les températures sta- 
tionnaires, de la colonne, ou de la masse solide qui en- 
toure le canal. 

Dans la colonne, le paramètre (3 est compris entÉe P' et 
tt ; la température est • 




Dans la masse solide entourant le canal, le paramètre (3, 
des surfaces isothermes, croit de — r. à (3', et la formule 

v = l±± 

■ ■ - 

exprime leurs températures stationnaires. 




LECOKS 



■ § cxvi. : 

. ■ ■ * * < 

PRISMES CURVILIGNES. 

Revenons maintenant au cas général, ‘où les tempéra- 
tures fixes, et données, diffèrent d’une géhératrice A une 
attire. ‘sur la surface du corps cylindrique. Pour plus 
clarté, transcrivons ici la série (i 5)’ du § Cil, qui résout la 
question dota t il s agit : ' • „■ 



•(.o)V = 



V' X'£[»(a" — a)]-+-<A."£|»(a — “')1 • .« 



I =3 O 

i = oo 



)1 



I . ^*.'C[r»W-rj]+WClm(W)] ■ , .. 

•f + 2* : Sln m )• - 



1=0 >. 



£[m.(P"-p')] 



/ . • * “ • , 

Lorsqu'on se propose d’appli([ucr cette formule A un prisme- 

indéfini, dont la base discontinue est comprise entre deux 
cercles a et deux segments capables (3 (i), il faut évaluer 
exactement les paramètres a.' et a" de ces cercles, fi' et fi" 
de ces segments capables, alin de composer les fractions 



.(») 



/ (T 

,* n = 



a — a 



r-r 




facteurs des arcs et des exposants, et les coefficients 

xU) ~p^fj A( ^(P)»n*(p-p')rfpV • 

r x " 

tll ( /> = — f B(/l (A)sin m (a — x’)dx, 

“ ~ a Ja.’ 

facteurs des termes de la série totale. * 

Il faut se rappeler que la série (io) ne reste convergente, 
ou ne donne les températures stationnaires, que pour les 
points dont les coordonnées a, fi, sont respectivement coin- 
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> x 

. prises, entre d' et a." , .entre p' el f3". D’où résulte que la 
'formulé (io) n’est pas applicable, lorsque le corps cylin- 
drique comprend des points dont les coordonnées sortent 
de ces limites, ou n’appartiennent pas, chacune, à une gé- 
nératrice située sur la surface discontinuel 

Exemple /. Le prisme indéfini est un tube à parois 
circulaires excentriques; sa base est comprise entre deilx 
■ .cercles « complets, l’un extérieur, dont le paramètre est 
a ' , l’autre intérieur dont le paramètre est a"'^>a.' . Les fr&e- 
•tions m et les coefficients n’existent pas. On peut 

prendre (3' = o, f3 w = 27t; n se réduit à -, et l’on a , 



Mi 



— / À<D(8) sin — rfB. 

n Jcr 2 



Exemple 11. La base du prisme’ est la moitié supérieure 
déëa précédente, coupée' par l’axe central (Jig. 3). — On a- 



d’où n = i, et 






7 : r* 

= AO) 

• n Jo 



(P) sinîflz/fl. 



Les m- et les. /3<> ), qui existent, ont les’- expressions (i l) • 
et (ta). • 

§ CXVII. . . 

• " CYLINDRE BI-CANNELÉ. < 

Exemple III. La base du prisme indéfini est limitée : 
r° par deux arcs concaves appartenant à deux cercles a. de 
même rayon, ayant pour paramètres,, l’un a' = ~- « 0 ; 

1 autre ec'\=d- f- 2 ° par deux arcs convexes appartenant 

à deux segments capables ( 3, géométriquement égaux et 
opposés, ayant pour paramètres, l’un /3'-=f3», l’autre 



. Digitized by Google 



■21 4 LEÇONS •. 

/3" = 271 — jS 0 . — On reconnaît facilement que tout point 
de 1’ aire plane, enveloppée par ces arcs, a sa coordonnée oc 

Fig- 7- 




comprise entre — oc 0 et -+-or 0 , sa coordonnée (3 comprise 
entre |3 0 et 2 7t — f} 0 . La série (io) donne donc les tem- 
pératures stationnaires de tous les points du prisme solide 
dont cette aire est l’a base, quand les facteurs constants ont 
les valeurs > * . 



Irt I 1S 

*n — — » n — —, ô , ’ 

2a, 2 ( ir — (3, J 

•a* -s. 






= — ^ AÜ)(p)sinn(p-p.)rfp; 

K — P» Js, • 

, . 

=s — I (a) sin m ( a -f- ,a, )da. 

' a> . 

Exemple JF. La base du prisme n’est que la moitié 
qu’on obtient, en coupant la précédente par l’axe radical^ 
ef supprimant la partie située à gauche (fig. y). — On a 

, ' „ •* 

a = o, a = a 0 , m = — i 

a » . ’ 

2 /• *• 

pü) = — I sin m'aida. ; 

«o */o 

jV, £>' ? , n et -t, />, s’expriment comme dans l'exemple III» 
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Exemple V. La base du prisme n’est plus que ce qui 
reste, eh coupant encore la précédente par l’axe central, et 
supprimant la partie inférieure (fig. 7 ). — 1 On a 

.* P'=fC r=*> "=:rV 

f A<y> (P) si“ «(P — P.WP, 

n P» J/3, 

ex.', a.", me t s’exprimenl comme dans l’exemple IV. 
§ CXVIII. 

• ’ CANAL QUADRI-C1RCULAIRE. 

/ ' ' , t * 

Exemple VI. La surface libre du corps cylindrique a, 
pour section droite, le périmètre discontinu, formé: 
i° par deux arcs convexes appartenant à deux cercles a, 
de même rayon, ayant pour paramètres, l’un çx' = — a 0 , 
l’autre a." — -t- a 0 ; 2 0 par deux arcs convexes appartenant 
à deux segments capables (3, géométriquement . égaux et' 



Fig. «. 




apposés, ayant pour paramètres, l’un j3' = — j3 0 , l’aûtre 
|3" = (3 0 . — On a donc, par la sommation sur les arcs 

in 1 C + ,(3 “ < 

• <t = -r'r , Ab)=-, I A<'>(|f) sin « (p +•«,). rf|î ; 

.* 2 P" P* , 3 , . , ' . • 



J 



Digitized by Googlcj 





ai6 I.EÇOKS ' 

m , et ont les mêmes expressions que dans l’exem- 

ple III. Mais, avec ces valeurs données aux constantes, la 
série (io) ne reste convergente, ou ne donne les tempéra- 
tures stationnaires, que pour les points dont les deux coor- 
données «, ( 5 , sont respectivement comprises, entre — . a 0 
et -+- « 0 , entre — ( 3 0 et — f— / 3 0 . Or les points extérieurs à la 
surface, qui vient d’être définie, jouissent tous de cette’ 
propriété, tandis que les points intérieurs en sont tous'pri- 
vés. Donc, dans le cas actuel, la série (io) donne les tem- 
pératures d’une masse solide indéfinie, traversée par un 
canal cylindrique dont la paroi, ayant pour section droite 
le périmètre tracé, est soumise à des températures fixés et 
.données B ü >(a)], qui diffèrent dune généra- 

trice à une autre. 

Si, daus les derniers exemples, les quatre parties delà 
surface discontinue du corps cylindrique sont entretenues, 
chacune à une température constante, mais différente 
d’une partie à une autre, les températures stationnaires 
sont alors données par la série (18) § CIII, en y substi- 
tuant les valeurs des jn et n assignées dans ces divers 
exemples, mais. avec l’entier / impair. Enfin si les quatre 
températures fixes sont égales entre elles, on reproduit 
l’équation (20) § CIV, du volume cylindrique, ou simple- 
ment de sa base. Mais avec cette différence remarquable, 
que l’équation obtenue représente' exclusivement la partie 
intérieure au périmètre tracé, dans les exemples II, III, 
IV, V, et au contraire toute la partie extérieure, dans 
l’exemple VI. 
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TREIZIÈME LEÇON. 

SYSTÈME CYLINDRIQUE DES LEMNISCATES. 

% */ • kj • Av _ 

Système cylindrique des lemniscates. — Étude des deux familles de conèbcs 
qui le consUtuent. — Températures stationnaires dans les cylindres et les 
prismes curvilignes formés parce système. 



. § exix. 

FAMILLE DES LEMNISCATES. 

Le système tic potentiels cylindriques et conjugués, dont 
les paramètres thermoniétriques. sont 



(0 



a = log 



i-jV( ;r — c )’-t -y' 



fa = 



arc tang ■ 



-F- arc tang • 



est compris dans les valeurs générales (i), §XCIX. Cha- 
que potentiel est alors réduit à deux termes, dont les coef- 
ficients sont égaux entre eux, et à l’unité. Le premier po- 
tentiel indique deux c^roites attractives. L’origine de (oc, y) 
est au milieu O de la distance ic qui sépare les traces C 
et. C' de ces 'deux droites. 

Par le passage du logarithme au nombre, la première (i) 
se met sous la double forme 



(?) 



(.r l 4- ,r s -t- c 1 } 2 — \c‘x' =) 



— r’)* 4- 4 r 'y~ — j 
Par le passage de 1 aro à la tangente, la seconde (i| devient 
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Ces équatidus (2) et ( 3 ) représentent, soit les cylindres 
dont il s’agit, soit les courbes orthogonales et isothermes 
qui leur servent de base. 

L’équation (2) représente le lieu géométrique du point 
M tel que 'le produit (c* e_ a ) des rayons vecteurs, ou 
MC. MC', est constant; cequi'donne une famille de lem- 
niscates, dont il importe de bien préciser les formes di- 
verses. D’après la. seconde (2), on a 

7 = o, x = ±e, 

quand le paramètre a atteint sa limite supérieure -+- 00 ; 
le cylindre se. réduit alors aux deux seules droites attrac- 
tives, et sa base aux traces C et C' de ces droites. A la li- 
mite inférieure — 00 de a, l’équation (2) se réduit à 

-H 7’ ) , =. 00 , 

(caries .r, y étant infiniment grands, les termes enx ! ,y ! , 
disparaissent devant ceux en x*, ar’jy 1 , r*) ; le cylindre est 
alors à base circulaire, mais son rayqn’ est infini. Lorsque 
a =0, l’équalion'(2) devient 

( 4 ) (*’ +jr , Y-hic , (y* — x ! ) = o, 

et représente la lemniscate ordinaire, que nous appellerons 
radicale j en son point multiple, et de double inflexion, 
situé à l’origine O, les deux tangentes sont les bissectrices 
des angles des axes, puisque, si x et y sont infiniment pe- 



tils, on déduit de ( 4 ) le double rapport 




. ’ ; (x). = ± ’ ’ 

« 1 * 1 

• ' * f 


C 


• 
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L’équation différentielle de toutes les courbes (a), qui 
est . . . 

(x 1 -f-/’ — c’)(xrfx ■+■ ydy) 4- ic' ydy = o, 

donne, en annulant successivement <?x et dy , savoir 



dx = o, (x’ -hy , + c 7 )y = o,, 
dy = o, (x’ + y* — c’)x= o. 



D'où résulte que tous les points des courbes a, où la tan- 
gènte est parallèle aux y, sont sur Taxe des a:; tandis que 
les points de ces courbes, où la tangente est parallèle aux x, 
sont situés, les uns sur l’axe îles y, les autres sur le cercle 
dont CC ; est le diamètre. 

Or, l’équation (a) donne : i° quand y — o, poür x* les 
deux valeurs 




(5) 

a° quand x 



) j x ,J = c>(l — e -a ), • . 

W 9 

o, pour y* la seule valeur - • , • • 



i 



( 6 ) 



rj;=c*( 



C-* 



«). . 



qui puisse être positive; 3" et quand x* -+- y 5 = «.•*, le cou- 




Pour toutes les valeurs de a, x" est réel ; x' et y„ qui sont 
nuis pour la lcmniscatc radicale, ne peuvent exister en- 
semble pour toute autre courbe : quand a est positif, c’est 
x'qui reste seul ; quand a est négatif, ç’est jv On peut donc 
dire que toutes les lemniseates (2 ) ont quatre sommets : ils 
sont tous situés sur l’axe des x quand a est positif; deux 
sont sur Taxe des x et deux sur l’axe des y quand a. est né- 
gatif; et quand a est nul , l’origine O compte pour deux. 

Les quatre points, M,, aux coordonnées (x,, y,), n’exis- 
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lent que pour les valeurs de' a telles que é ~ “ ne dépasse 
pas 2. A cette limite, où « est négatif et égal à — log 2, x , 

. est nul, et y, sont égaux à c ; les points Mj se confondent, 
deux à deux, avec les sommets situés sur Taxe des y ; la 
courbe a, en quelque sorte, de longues tangentes à ces deux 

* sommets, et nous.'!’ appellerons ta lemniscate' aux longs 
contacts. 

§ cxx. 

SES TROIS GROUPES. 

Il résulte de cette discussion, que les courbes représen- 
tées par l’équation (2), se partagent en trois groupes, de 
formes très-différentes,, et- que l’on peut définir comme il 
suit. 

’ é 

Premier groupe. Lemniscates doubles, te paramètre et 
est positif. Entre la legnniscate radicale, et le couple des 
points C et C' (fonné par a. — 00 , chaque courbe se 

compose de deux parties égales et séparées, avant ja forme 
ovoïde, et entourant respectivement les joints C ctC’ 

Deuxième groupe. Lemniscates fléchies. Le paramètre « 
est négatif et surpasse — log 2. Entre la lemniscate aux 
longs contacts, et la lemniscate radicale, chaque courbe 
a quatre points d’inflexion : puisque sa largeur, ou sa dou- 
ble ordonnée a deux maximums égaux, l'uii entre O et C, 
l'aulEe entre O et C' ; tandis qu’en O, ou sur l’-axe des'^, 

• cette double ordonnée est un minimum. 

Troisième groupe. Lemniscates simples. Le paramètre 
a est négatif et inférieur à — log 2. Entré le cercle de 
rayon- infini donné par a — — cc , 'et la lemniscate aux. 

1 longs contacts, chaque courbe ressemble à l’ellipse qui a 
les mêmes sommets ; mais, comme on s’en assure aisément, 
clic l'entoure de toutes parts, étant plus gonflée an milieu 



Digifeed by Google 



a 2 1 



SU R LES COORDONNÉES' CURVILIGNES, ETC. 

1 • 

cl(! chaque quadrant, à la manière de la c ourbe hybride dite 
en anse, île panier. 

- § CXXI. 

LEUR TRACÉ GRAPHIQUE. 

Le tableau, ci-après, contient les éléments nécessaires 
pour tracer plusieurs des courbes ( 2 .), et au moins une de 
chaque groupe. Les valeurs, inscrites sur une môme verti- 
cale, appartiennent à la courbe désignée par la lettre qui la ' 
surmonte. S est une lemniscate simple, celle dont le para-- 
mètre est a —• — log 3 ; ses deux demi-axes sont 2 e et 2 . 
L est la lemniscate aux longs contacts, dont le paramètre 
est a — — log 2 ; ses deux demi- axes sont c \J 3 et c, F est 

une lemniscate fléchie, celle au paramètre $ = — log 
scs deux demi-axes sont - c et - c, son ordonnée, maxilûa 



g c. R est la lenmiscaie radicale, doirt le paramètre est 
a = o ; son demi grand axe est ey^a, son ordonnée maxima 
— c. D est une lemniscate double, celle au paramètre 



A. 



approM 



a = Idg g ; ses deux demi -axes sur CCT sont c ^ ^ ^ 

mati.vemenl ^ c \ et - c, son ordonnée maxima — Pour 
3/2 b 

mieux préciser les formes extrêmes des lemniscates doubles ' 

et fléchies, le tableau définit deux autres courbes, a voi- * 

sinant la radicale. F' est la lemnisca’te fléchie dont le 

5o 

49 ' 



paramètre est x == — loc A : ses deux demi-axes sont ci 

* V 49 



approximativement cj et ^ c, son ordonnée maxima 



25 

■7— ic. D' est la lemniscate double dont le paramètre est 
49 . ■ 
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f 25 . 

a = log ses deux demi-axes, sur CC, sont exactement 



I n j 2 

■=c et - c, son ordonnée maxima c. 
5 5 25 





s 
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0 


I 

r 


1 

— C, 

2 




t 
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- c 
7 


t 

O 














; C 


5 

8 r 


25 
49 r 


- c 
2 


12 

Ï5 C 


3 

8 C 


v 



. 

Pour tracer avec une exactitude suffisante les sept courbes • 
du tableau précédent ; on décrit le cercle dont CC' est le dia- 
mètre, et le carré circonscritdont les côtés sont parallèles aux 
axes ; les diagonales du carré donnent les tangentes au point 
multiple de R ; le cercle décrit de O comme centre, avec la 
demi-diagonale pour rayon, détermine, sur l'axe des x les 
sommèts de R, sur l’axe des y ceux de S; les parallèles à 
l’axe central, dont les ordonnées sont les y» assignés, cou- 
pent le cercle CC, aux points des courbes F, P, R, D, 
qui 'ont ces parallèles pour tangentes; les sommets se déter- 
minent par les valeurs assignées aux bcf, et y, ou xf. Le 
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»* + i 

gulièrement facile, quand on connaît les courbes (3, qu elles 
doivent couper orthogoualement. 

§ CXXII. 

FAMILLE DES HYPERBOLES. 

L’équation (3), seconde forme, représente le lieu géomé- 
trique du point M , tel que la somme [3 (i),ouM£A-|-MC'A, 

Fig- - 2 - 



des angles que font, avec la ligne fixe C'CÀ, les deux 
rayons vecteurs, est constante; ce qui donne une famille 
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tracé de toutes ces leinniscates, fait à la main, devient sin- 

Fig. i- * 

n~ [ 



4 *-« 
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d’hyberboles équilalères, passant lotîtes par les points C et 
C', puisque l’équation (3) est satisfaite par 

’ / = o> x = doe 

quel que soit [3. 'Mais, comme on va le Voir, chacune de ces 
hyperboles se divise en quatre parties, qui correspondent à 
des valeurs très-différentes du paramètre |3. Ne considérons 
d’abord que les points du plan des bases, situés dans l'angle 
des x et des/ positifs. . 

Le lieu géométrique du point M, tel que la somme angu- 
laire (3 soit nulle, est évidemment toute la partie de l’axe 
des x située à droite de G (les deux augles MCA, MC' A, 
étant zéro) ; comme l’indique d’ailleurs la seconde (i), qui . 
donne (3 = o, si / devient nul lorsque x est plus grand 
que c. Donc, la base du cylindre au paramètre (3 = o, se 
réduit à l’axe des x (côté positif), moins la ligne UC. 

Pour que la somme angulaire (3 soit égale à 7 t, il faut 
que l’angle MCA soit le supplément de l’angle MC'A^ ce 
qui place le point M, ou, sur le côté positif de l’axçdesy, 
ou sur la droite qui sépare les points Cet C' (MCA étant 
alors égal à r., et- MC' A à zéro). Donc la base du cylindre 
au paramètre (3 = 7 t, se compose de la partie CC' de l’axe 
des x, et de tout le côté positif de l’axe des y. 

Quand |3 est égal à^i l’équation (3) se réduit à 



X 1 y 2 — C 2 

et représente l’hyperbole particulière, que nous appellerons 
maxiina, dont les asymptotes se confondent avec lés- tan- 
gentes av^, point multiple de la lemniscate radicale. Mais, le 

paramètre (3 = - n’appartient qu’à la demi-branche de cette 

hypcihole, qui s'élève dans l’angle droit des X et / positifs, 
et sur laquelle la coordonnée a. épuise toutes ses, valeurs, 
depuis — oo jusqu’à 4 - 06 . 
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Celui- des cylindres (3 dont le paramètre est 
doit être compris entre ceux qui correspondent à (3 = o, et 

■K ■ ‘ ' ’ •• ' • • ' Z 

à (3= - ; il s’étend nécessairement vers l’infini, puisqu’il 

doit y couper orlhogonalement le cylindre droit au para- 
mètre a = - — qo ; là, ses coordonnées X et y sont infinies;’ 
l'équation (3), première forme, qui devient . 



- ■ Mi) 

/ ' * ■ =o-tan(> i , 



exige que_l infini X surpasse l’infini y, et donne pour leur 
rapport 



Ainsi la base du cylindre dopt le paramètre |3 est i, positif 
et moindre que -, failpartiçdèlabranched’hyperboleéqui- ' 

latèré dont l’asymptote fait avec l’axe des x l’angle - , elle . * _• s . 

vient de l’infini ou a=— oo, et se termine en C où -, - ; 

' -a = -f- oo , après avoir coupé toutes les lémniscates. " * ■ -, 

Celui des cylindres (3 dont le paramètre est (5 = jt — i, , , 

où t est moindre que doit être compris entre ceux qui , . 4 

' ' 1Z f - ' * . 

correspondent à /3==-» et à (5=?x; il s’étend nécessaire- 

e. . , 2 ' ... 

ment à l’infini; là, ses coordonnées x et ^ sont infinies; 

1 équation (3), première forme, qui devient, ' * V 

■J . - •’ . . - f ' ' ! i. 

; 1.'*V V \ , = tang i,, • - ; 



Xrj- 



. • i5 



' , . v ; 
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exige <[ue l'i nfin'i y surpasse liufini x, et donné pour leur 
rapport-' , • .. •' ‘ 

Ainsi, la base du cylindre dont le paramètre. (3 est ft — i, 

/ étant moindre que fait partie de la branche d’hyper- 
bole éqdilatère, dont l’asymptote fait avec l’axé des y l’an- 
gle elle vient de l’infini et s’arrête .en C. * . ■ \ ' ’ 

9 ' ■ . • 

§ CXXIII. 

1 PARAMETRE DES HYPERBOLES. : ’ . ’ " , i- 

> • • / ’.***», • ,t • • • 

; En répétant la même discussion, pour les points du 
plan des bases, situés dans les autres angles dès axes rec- 
tilignes, on arrive aux conclusions suivantes : La coordon- 
née. curviligne (3 a, toutes ses valeurs comprises entre o 
et 4 ~ : ' 

-j3=p, représente la partie positive de Taxe des -x , 

moins CO ; , ’ ' • _ 1 

fi = ir, la partie positive de l’axe des y*, plus CO, et 
plus OC' ; - •» . • ,, 

/ j3 = ai:, la partie négative de l’axe des x, inoing OC'; 
!S=:37r, la partie négative de l’axe des > v , plus (^'O, et 
- plus OC ; , ' ' 

/3 la partie positive de l’axe desx, moins OC. • , 

Si l’on mène, par l’origine O, les quatre droites, faisant, 
soit avec l’axé des x, soit avec -Taxe desjy, çt de part et . 

d’autre, un angle ^ moindre que que l’on trace ensuite 

les deux hyperboles équilatères, passant en C et C', et dont 
ces droites sont les asymptotes; ces hyperboles compren- 
dront chacune quatre parties, dont les paramètres ^ seront. 
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(i, TT -h/, 27r-4-t, 3;: '-)-/) sur l’une, (ti — i, 2 

3 Tl — i, 4 k — 1 ) sur l’autre. Les quatre parties de l’hypor- 

V 1 • < i ! ir 3 jt 5r: ris\ ' 

bole maxima ont pour paramétrés- 1 -> — ■> — , — j* 

On peut aussi prendre toutes les valeurs du paramètre s, 
entre — iz et -4- 27t, en conservant les valeurs précédem- 
ment assignées aux parties d’hyperboles situées au-dessus ■ 
de l’axe des x, et retranchant 4 T - des valeurs assignées à 1 . 
- celles situées au-dessous. Lors du premier mode, les points 
de l’axe des x qui sont à gauche de C ont la valeur unique 
(3 = 27T, ceux qui. sont à droite admettent une double valeur, 

7r et 3tr entre C et C, o et 4k a u delà de C. Lors du second 
mode, les points du même axe des x situés à droite de C 

* * , , r -• i, 

ont la valeur unique (3 — o, ceux situés à gauche admettent 
une double valeur, -J- 7r et — t. entré C et C', 2 7t et — 2 ît 
en deçà de C. Suivant les cas, on devra employer l’un ou 
l’autre de ces deux modes. 

Par exemple, si l’on considère, sur une même lemniscate, 
simple ou fléchie, deux points M et M' .situés, l’un au-dessus,’ 
i’aqtre au-dessous de l’axe CC', et qu’il s’agisse de faire ’ 
en une seule .fois la sommation de certains éléments répar- 
tis sur P un des deux arcs MM' .: ou fera croître la coor- 
donnée (3 d’une manière continue, de M en M' pour 
l’arc JVIÀ'M' qui coupe la partie négative de l’axe des x, 
de M' en M pour l’arc M' AM qui coupe la partie positive 
du même axe; ce qui exige que f3 ait ses valeurs comprises, 
entre zéro et 4k dans le premier cas, eutre — 27 : et H - -2 7r 
dans \e second. • * ‘ . 

■ • ‘ , *§ CXX1V. ’ y. i: 

■ . TUBE SIMPLE A BASE OVOÏDE. 

, ‘ ' « / , ' * > 

Les paramètres thermométriques a, |3, du système cy- - v 

liudriiiue actuel étant suffisamment définis, on peut ap- 

\ v k- ; * v"x. ’. ■ , 5i. ; 
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pliquer directement 'à. ce système les. solutions générales 
dé notre XlS leçon. Cette ‘application n'offrant rien de 
nouveau, tant que les corps cylindriques ont des bases, dont 
les. périmètres ne comprennent que des lemniscates simples 
ou fléchies, il sùffira de citer quelques exemples, où ces 
périmètres comprennent des arcs appartenant, soit à la - 

, leujniseate radicale, soit à des lemniscates doubles. 

. * • • • t t • ' » 
Exemple I. Le corps cylindrique est un tube it\défini, 
dont la base , est comprise entre la moitié de lalemniscate 
radicale, roupée en soit pointTnultiple, et l un des ovoïdes . 
d!une lemniscate double. Si la paroi extérieure est 'à zçro, 
r .* • / .• • • rtc *...' -v '* .. 



°'= () 




et que la paroi intérieure!, au paramètre positif a", soit 
entretenue à ,1a température i , la formule 



y — — 

a, 



donne les températures stationnaires de leirecloppe; ses 
cylindres isothermes ont pour bases les Ovoïdes aux para- 
mètres, compris entre zéro et a"\ les filets*de chaleur sont 
les parties d’hyperboles aux paramètres S compris entre 
— w et.-f- ir. Si les deitx parois ont des températures fixes, 
différant d’une génératrice à une autre, la fonction V est 
donnée par la première série de la formule (r5), § HU 
(les tfctri n’existant pas), on donne alors aux intégrales dé- 
linies des 1 les limites — r-etrf-î:.’ , • 

r On remarquera «pie les parois, sont je.i les moitiés des 
cylindres isothermes a = Ck. et à — x"' luiklis que les foiv 
mules employées ont été établies [lotir les Cylindres entiers 
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Mais, en supposant d’abord le corps cylindrique complet, 
. • .et soumettant ses dèux moitiés aux mêmes sources calori- 

- fiqttes, la section faite ensuite par Tunique génératrice. dont 
la traCe est le point multiple, et ^suppression d’une moi- 
tié, ne sauraient troubler l étal thcrmomélrique de l’autre 

- . moitié, que Ton peut conséquemment traiter séparément. 



§ CXX Y. 

double” tube a i»arois ovoïdes. 



Exemple 11. Le corps cylindrique est un double tube, 
dont la base est comprise, entre une lemniscate fléchie, et 
une lemniscate double. Si la paroi exiériet^, «tu pararnè- 



Kig. 



a' - - a' 




tre négatif a ' = — <Y e3t à zéro, et que la double paroi in- 
térieure, au paramètre positif à", soit entretenue à la tem- 
pérature i, la formule 



donne les températures stationnaires de l'enveloppe ; les 
cylindres isothermes ont pour bases, les lemnisrutes Hé- 
roïnes, la lemniscate radicale, et les leniniscates doubles, 
dont les paramètres a sont compris entre — a' et -f-a"; 
les filets de chaleur sont des parties d’hyperboles dont les 
paramètres embrassent toutes lès valeurs de Si les parois 
ont des températures fixes, différant d’une génératrice a 
une autre, la fonction V est encore donnée par la première 
sérié de la formule (i :i ), J DI; les 1 imites des intégrales 
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définies, dans les coefficients «tu' j etant,. ouo et Iyit x oy 
— 2 7t et -f- h. • " ■ •* . _ . 

§ CXXVL 

PRISMES A BASES DISCONTINUES. - 
Exemple 111. La base du corps cylindrique n est que le 
quart 'de la précédente, coupée par les droites CC y et sa 
perpendiculaire en O. 11 s'agit d’un prisme à base discon- 
tinue, ayant cinq faces latérales. On a fi' = o, fi" = n (sur 
les deux faces planes formant l’angle dièdre droit en O), 
a' = — a', a." positif. 1 La fonction V sera donnée par la’, 
formule ( 1 5 ) , § Cil ; les limites des intégrales définies étant, 
o et 7t pour 1^-V-O, — «'et -+-a" pour les 

Si la base du corps cylindrique est la moitié de celle ide 
l’exemple II, coupée seulement par la perpendiculaire en 
O à CC', il semble, au premier abord, que la fornnlle citée 
est applicable, en prenant fi' =. — tt, fi" Mais, le 

paramètre « ne variant, sur les faces planes fi' et/5", qu’en- 
tre — a' et zéro, tandis que la masse solide comprend des 
points où eètte coordonnée a d PS valeurs- positives, on 
tombe dans l’incompatibilité signalée au § CXVI, ~à moins 
que <x" ne spit zéro, ou que l’oYoïde intérieur he soit la 
moitié de la lemniscate radicale. - • . 

•- . • * , * / , • * • 

, - • ' . Fie- -à.-. > ■ •• ' 




Exemple IV . Sur la base du double tube de l’exem- 
ple II, on mène par le point f. deux courbes fi, l’une au- 
dessus de CC' et dont le paramètre est fi = b, l’autre au* 



v . 



* 



■ ;* Bigiti/jd fiy.Lio’ogle 




Sun LES COORDONNÉES CURVILIGNES, ETC. . 231 

dessous et symétrique de la première; la base totale est di- 
visée par ces deux courbes 6, en deux parties, qu’il s’agit- 
de traiter, ehaçune séparément quand on supprime l'autre, . 
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La fonction V sera donnée par la formule ( r5 ), § Cil, dans 
les deux cas. Mais, s’il s’agit de la partie située à gauche, 
les limites des intégrales pour les seront fi' = b et 
fii" — 4^ — ^>et, s’il s’agit de la partie située à droite, ces 
limites seront fi/ — — b, fi/' == -\-b. Quant aux limites des 
intégrales {tour les iti/L, elles seront — — « et a." posir 
,tif, pour les deux parties. • ' ' , 

On remarquera que le premier cas suppose essentielle- 
ment la conuaissanee des températures fixes, existant sur ' 
la rtioi lié complète, et renfermée, du cylindre a", laquelle 
est vide. Si cette moitié était pleine et solide, l’autre moitié 
restant vide et tronquée, la formule citée ne serait plus 
applicable, et celle dont il faudrait alors se servir, est à 
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• § CXXVII. 

* . - » J 

. - ’ PARAMÈTRE DIFFÉRENTlÈf, DU SYSTÈME. 

• ' ■ \ « ! _ ■ . , 

D’autres applications du système cylindrique des lemnis- 
cates, avec ses coordonnées fhermqmétriques,' exigeraient 
la connaissance de,son double paramètre différentiel du 
premier ordre, que l’on déterminé ainsi qu’il sait.' 

La première ( 2 ) et la seconde' (3) donnent le couple 
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d'équations 

» ; ’ % ' • , * . ■ « * 
' • , • • . * t . w % 

l ( x*-f- Y -H- r 1 )’ == e‘ e~~ 1 “ •+• 4 e’ 

(ft) ; , ’ 



. ■* ’ * sin’p 



retranchant la seconde de la première, observant que je 
premier membre de la différence est (4c’x ! ^x' y*), ré- 

duisant, puis extrayant la racine carrée, On a 

*, « ' ^ «t . » »*.■■"* , • • 

, 19) / • 2x r = c , e -a sk»p, 

sans double signe : car le produit xy doit avoir le même 
signe que sin ( 3 , d’après l’ensemble des valeurs du para- 
mètre ( 3 , et le sens adopté des x et j" positifs. Avec la va- 
leur (9) de 2 xy, la seconde ( 3 )' devient y 

(10) -’ x r — Y — £*•(* ■+■ e — * cos{J}. 

• •* ' f * *, • , ‘ * v * *■ ' ' < 

Les équations (9) et (10), élevées au carré, puis ajoutées, 

' donnent, en extrayant la racine, J 

(11) ‘ X 1 — C’a, 

-lorsqu’on pose, pour simplifier, 

(12) a * -+- 2e -1 " cos fl = A ; 

** , » * *.« 

quantité qui est nulle à l’origine O dom les coordonnées 

thermométriques sont a = o, |B =s. 71, çt qui se réduit à/ 

• * "'fi' ’ , , • |t • • . * 

2 cos - sur la lemniscate radicale. i, ‘ » 

dette préparation faite, si l’on différentie les équa- 
tions (9) et (10) par rapport au paramètre a, on a les 
valeurs . ' • > 

■ ! * r - * , ^ sin p* ./ N ’ « 

; j', .[ v .• 

t ■'.•■•s-.’ .. - 

- X' v- • 

.• • . . \ î. ■■■.«■ .. .■ >•...••.■■ 1 , ■ -• ' • 

■ ’• , -v:-- 
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qui, élevées au carré, puis ajoutées, donnent facilement 

• 4 t t, ( ( \ ‘ ' * **, 1 * 

ou bien, substituant à la première parenthèse sa valeur (1 1), 

à la seconde la valeur - ■ 

A*. - 



(•3) Z:’ 



V c‘c~ 



h’~ 4, 



ce qui donne déGnitiyeinent, poiir le paramètre dittërenticl 
• cherché, •*. » • , \ 



■ j • * * 

(«4) • 

■ *■ * èe “ .. * •* i 

Ce paramètre différentiel est donc nul, avec X, à l’origine O.’ 
Ce qui devait être, puisque, pour le potentiel cylindrique 
particulier a (1), h est la résultante de deux attractions, 
qui son t-égales et directement opposées pour la molécule 
placée en O. • . * v ’ ' . * . 

■ Le point, aux coordonnées x, ÿ, étant -situé sur le' plan 
des bases, si r, r', R, représentent respectivement ses dis- 
tances aux points C, C', O, oh aura, d’après (n)' et la 
première (i)-, , ■< ■ 



1* = *, 
c 



c 5 é — T — rr 1 ,' 



, 1 



et la valeur (14) prendra la forme caractéristique 

: l'5) . ■••• 



rr < 



' ç’est-à-dire que le paramètre différentiel est égal au dou- 
ble de la distance à l’origine O, divisé par le produit des 
distances aux points C et C'. D’où il sùit que la résultante ' 
des deux attractions varie, proportionnellement à la dis- 
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lance R sur une même lenmiscate, en. raison inverse de r 

*''i » R i . • 

sur un meme cercle au rapport constant —> de /• sur un 

lûème cercle au rapport constant — • % # 



. .. ‘ ; ' § cxxviii.’, : • ' •' 

AIRE DE LA LEMNISÇÀTE RADICALE. 

. * 

Si les coordonnées thermométriqucs, du système cylin- 
drique des 'lemniscales, sont celles- qu’il faut employer* 
dans les questions de la théorie analytique de la chaleur, > 
comme étant alors. les plus naturelles et les plus simples, 
il n’en est plus-demèinc lorsqu’on se propose d’.étudier les 
propriétés géométriques d’une courbe individuelle apparte- 
nant au même système ; là, d’autres coordonnées sont évi- 
demment préférables. 

Par exemple, s’il s’agit d’évaluer la surface de l’un des 
ovoïdes de la lemniscate radicale (4), on l’obtient rapide- 
ment à l’aide des coordonnées polaires, car les formules f 

.r — rcosy, .T'^rsuiÿ) 

transformant ainsi l’équation (4) "* . ,. 

• ■ . t . . r ! =:ac ! COS iy," ■ • ' 

* . ' 1 * 1 . ‘ , * 

la surface cherchée est 



, , ‘ n .. ' 7i ■ . ■’ 

/ ^r’t/y — ïc* I cos 2çrfip : 

•/o . t/o 






c’est-à-dire qu’elle équivaut au carré construit sur la lar- 
geur c, et dont la diagonale donne le demi-axé de la courbe. 
Tandis qu’avec lés coordonnées thermométriques a et (3^ 
l’élément de surfaite étant ' 

<; L" ' rUdà ■ c>'r- Q Uculh .•>..■* ; 
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d après la relation (i3), il faudra intégrer cèt élément, de 
(3 =; o à (3 =? ît, de a = oàa = » \ opération beaucoup 
plus pénible qüe la précédente. 

■ Toutefois l’identité des résultats exigeant que l’on ait 




vorlà une intégrale définie double dont la valeur, qui esr' 
exacte, se trouve immédiatement posée. Cette évaluation 
synthétique d’iutégrales définies simples on doubles, se 
reproduisant pour tous les systèmes connus de surfaces 
isothermes, parait constituer un avantage inhérent à 
l’emploi des coordonnées" curvilignes, et qu’il importait de 
signaler. " , 



Les deux systèmes, étudiés dans cette leçon et la précé- 
dente, signalent plusieurs lois, qui régissent les limites et 
les signes des coordonnées thermomélriques (i), § XCIX. 
En résumé," voici les conséquences principales de ces lois. 
Pour un système cylindrique,, isotherme et quelconque,, 
toutes les valeurs du potentiel angulaire (3, sont comprises ; 
soit entre zéro et un certain multiple 2 tir* de la circonfé- 
rence 27f, soit entre ■—‘fit et — t— /rr. Suivant la question 
que l’on traite, il faut adopter l’un ou l’autre de ces deux 
classements, 

S’il s’agit, par exemple, d’appliquer les séries (t 5) et ( 18 ) 
de la XI e leçon, à un prisme rectangle, curviligne et indé- 
fini, dont lès faces appartiennent au système eonsidéré, les 
sommations nécessaires pour évaluer les coefficients 
ilSé'*, déterminent le classement essentiel. Alor^les séries 
citées donnent les températures stationnaires, pour les 
seuls points dont les ■ deux coordonnées , a et {3, .ap/iartien - 
fient, chacune, à une des< génératrices de la surface c'est- 
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à-dire, ou les températures des seuls points intérieurs au 
prisme rectangle curviligne, ou exclusivement celles des 
points extérieurs. 

' Pour établir ces propositions, nous avons choisi le sys- 
tème .cylindrique bi-cireulaire, et celui des lemniscâtes, ' 
comme étant ceux qui s'offrent le plus naturellement aux . 
applications. Or, ils sout aussi -les plus simples parmi les . 
nouveaux. En effet, sur la liste des systèmes orthogonaux 
formés par des lignes planes, le premier est cclui..des coor- 
données rectilignes, qui comprend deux familles de droites 
parallèles; le second, celui des coordonnées polaires, qui 
réunit, une famille de droites divergentes, avec- line famille 
de cercles concentriques; immédiatement après, vient le 
système -défini dans la XII e leçon, lequel comprend deux 
familles de cercles; et le système étudié, dans la leçon ac- 
tuelle, est inséparable du précédent, dans la classe .des po- 
tentiels cylindriques, Il y a lieu de s’étonner que le troisième 
système n’ait pas été introduit plus tôt; puisqu’il suffisait de 
rapprocher les .deux seuls .lieux géométriques du Cours le 
plus élémentaire. \ _ - , .. _ v * 
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QUATORZIÈME LEÇON. 

SYSTÈMES ORTHOGONAUX TRANSFORMÉS. 

Surfaces orthogonales transformées. — Transformation conique par rayops 
vecteurs réciproques. — Application an problème des températures station- 
* naires. — Transformation cylindrique* — Application au* systèmes cylin- 
driques isothermes. 



' ' § CXXI.X. ; 

. • NOUVELLES FORMULES. ' ‘ '. : . 

Le système de coordonnées curvilignes, défini, par le.» 

équations . '. - , ' v . 

v ' • ' . , 

' t { a) G( r> K, *)=?.•• 3,, 

du § IV, peut l'être aussi par trois équations de la forme 

fb) a -- i U (if* fl» ;->)• - • 3, • * ; ■ . • 

desquelles ou pourrait déduire les équations (a) elles- 
mèmès, ou celles des surfaces orthogonales conjuguées, en 
isolant successivement les p, à l’aide de l’élimination. 11 est 
évident que les trois familles de surfaces, qui résultent de 
cette opération, dépendent des fonctions où qu’elles 
changent avec ces fonctions, puisque le système résultant(a) 
change avec les fondions f, .’ 1 

Sj l’on expriuie les dérivées des p, en », par celles des u. 
en f à l’aide des relations (8), § Mil, les formules (?) 
cl (4), § VI, se.tt’ansforiTtent ainsi :. . . ■ 
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les premières définissent d’une autre manière les fonc- 
tions h,, les secondes expriment encor» l’orthogonalité des 
surfaces conjuguées. 

Ainsi, lorsqu’on est arrivé à des valeurs (b), donnant 
les u à l’aide des p-, si l’on constate que les relations (a) 
sont vérifiées, on doit conclure que les surfaces ayant 
les pi pour paramètres, et dont les équations (a ) s’obtien- 
draient par l’élimination, se coupent orthogoualement. La. 
formule (i) donne alors les fonctions desquelles on peut 
déduire les courbures, les paramètres différentiels du se- 
cond ordre, tous les éléments géométriques et analytiques 
du système obtenu. 



; . exxx. 

j , 

TRANSFORMATION PAR RAYONS VECTEURS RÉCIPROQUES. 

On trouve utf emploi remarquable de cette marche et de 
ces règles, lorsqu’on applique la transformation par rayons 
vecteurs réciproques, aux fonetions-cle-point et à leurs 
systèmes coordonnés, comme plusieurs géomètres l’ont fait 
aux surfaces et aux courbes. 

Pour transformer, ou plutôt transposer, un point quel- 
conque M : sur le rayon verfeur R, qui. mesure sa distance 
à l’origine O, .on prend un point M', tel que son rayon 

vecteur R' soit égal à — ; c étant une longueur qui reste la 

« • . ' • • * • 

même pour toutes les transpositions. Alors, les rapports — i 

* f i * • 

des coordonnées it de M ' ;t celles u de M, seront égaux à 
ou à doù • 
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Cela posé, supposons que les u soient exprimés en o, par 
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sur les coordonnées curvilignes, etc. a>$9 
'-. des valeurs données (b), qui définissent un premier sys- 
tème de surfaces,. Ces valeurs étant substituées dans ces se- 
« couds membres des u' (b'), où 

* ‘ •• » N • ' ’ 1 

(3) • V . R> — s«>, ; : 

ces u', maintenant exprimés en pi, définiront un second 
système de surfaces. 11 s’agit de reconnaître à quellescondi- 
tions ces nouvelles surfaces seront orthogonales. 



. ' • § CXXXI. 

ORTHOGONALITÉ DU SYSTÈME TRANSFORMÉ: 

‘ v.. , ■ * . i,. w • • • 

. % * . ' v ^ f ' . * ' ' ' 1 • . , . • • 1 * 

La formule (b ( j, dillérçntiée successivement par rapport 
à p„ et à pj, donne 

- . * * ’ , ■ ' ^ 

. , / i du' I du 2 u d R 

J t 1 dpi R 3 dpi R dpi , , 

| i du' i du .. . 2 u dR 
[ c‘ d pj R 3 d pj R 3 dp/ * 

• , » * * *' , » * > * f . • * 

et, remarquant que, d’après l’équation (3), on a s.‘ k 

(5) C «d« = RrfR, * . -* 

■■ ■ • ' ’ * • * • . . . : 

quelle que soit la variable indépendante par rapport a la- 
quelle on dillérentie, on reconnaît facilement que la sonuna- 

lion ^ du produit des deux valeurs (4) conduit à ■ 

• • • 1 C ^ u ' r * u ‘ i O du du ■ 

■ J 7 J djj — R« O dp f dp/ y ’ 



* y.. 



comme si les seconds membres de ces Valeurs se réduisaient 
à leurs premiers ténues.' fEn. effjet", le produit des deux 
derniers termes de ces seconds membres donnerait à la 



. >• : > 



\ • ■ * *.V :■ 
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,±dR<m. ' - r-.- : 

R 'dp, dp/ - ; . . ^ 

et, d’après (5), les deux autres parties, complétant le pro- 
duit total, donneraient, réunies et sommées, la mèmequan- 
• • t i té avec un signe contraire. ) ;• ' . 

Maintenant, pour que ie second système-, celui des 
u'(b')', soit orthogonal, il faut que ..." 

* ' * ' .* , ' « . ’ , • « . * * 

•*•* '- O du! du! „ , ' . ‘ \ 



S du du 1 , 

dji dp; ~ \ - 



ou, d’après les relations (6), -que 

t ' * . , *' * ' * . . 

- • C 1 * du du 

V ~r ~r — ° • '-3- 

O; dpi dpy 

■ !. - , ■ 

C’est-à-dire qu’il faut, et qu’il suffit, que le premier sys- 
tème, celui des u (b), soit lui-inême orthogonal. 

Ainsi tout système orthogonal, auquel ou appliquera la 
transformation par rayons vecteurs réciproques, donnera un 
second système pareillement orthogonal. Et, dans cette 
transformation générale, chaque surface p,, chaque are s, 
ou chaque ligne de-cOurbure, du premier système, dou- 
uera une surface p,-, un arc j, ou une ligne de courbure, du ' 

• second.' '' . . .. V/ . 

' -D’après la marche suivie pour l’obtenir, il est évident que 
la relatiou (6) s'étend aux cas où les .indjces t et j sont 
égaux. Si donc on désigne par AJ les paramètres différen- 
tiels du premier ordre des p/, dans le système u! (b'), la re- 
lation (6), rapprochée de la formule (i) donnera 

. R’ ' "t 

Si vs' représente le produit’ des T^rois A', comme ta celui 









-.Vf,. 
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( 8 ) 



o 7 R 1 o 



Puis, en accentuant le symbole A t pour désigner les para- 
mètres différentiels du second ordre dans le système (b'), 
la formule (29) du § XIV donnera 



( 9 ) 



^_pi ^ âifV 

Tz' 57 ‘ TZ 



2 c 2 d R h* 
R 3 d Oj ra 



§ CXXXII. 

RELATION ENTRE LES A,. 

Si ces valeurs ^9) n’offrent rien de remarquable, il en 
est autrement du paramètre différentiel du second ordre 
d'une fonction-de-point rapportée au nouveau système : la 
nature de la fonction R ! , qui entre en dénominateur dans 
les valeurs (8), conduit à un théorème important, qui 
donne ce nouveau paramètre différentiel du second ordre 
par une formule très-simple. 

Une fonclion-de-point F étant exprimée dans le système 
u! (b'), son paramètre différentiel du second ordre aura pour 
expression 



(10) 



a',F = o'2- 



A'? rfF 

d T 



dpi 



conformément à la valeur générale (28)’ du § XIV. Substi- 
tuant les valeurs (8), et posant 

(.,) . R’ = >, , 

, l'équation (10) prendra la forme suivante : 



( 12 ) 



i AJ dF 
A, F y \ a dpi 



1 ?' 



16 
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Maintenant, si l'on désigne par f le quotient de la fonc- 
lion F par — •> ou si l’on pose 



,3) 



F =r 



f \Jl 



l’équation (n), multipliée par c, se transforme ainsi 

h] df 

V fi/î „ U T 

■4) 



c'a’ ~ Zd 



d~- . 

. a • gj api 

î 



dpi 



et il s’agit de développer le second membre. 

Remplaçant, momentanément, — par p, et p, par œ, 



d 



A du 



i d f 

TT “ 



f 

T f* 3-». 

da 



et, quand on différenlie de nouveau cette expression par 
rapport à a, il arrive, dans le second membre, qUe la diffé- 
rentiation du facteur -T-, appartenant au premier terme, 

i' . 

A ^ 

est détruite par celle du facteur f, appartenant au second ; 
circonstance importante, d’où résulte 



, j -4 f 



da. 



iht 1 



d\ 

L— — 

da 



■I p I a* — 3f« ( 7 -^ 

V> da L da r \da 



\ 

]'J 



Restituant, dans ce développement, à p et a leurs valeurs, 
faisant la sommatiou enfin ayant égard aux expressions 
générales des A, et des (A,)* du § XIV, on met l’équa-r 
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tion (14) sous la forme 
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(i5) 






I a 3 f 

CT 



s /x 1:1 



[ 2 X A,X — 3 ( A, X)*]. 



Or, la parenthèse du second membre est nulle d’elle-même, 
d’après la nature de la fonction X, car on a ' 




( A.X) 1 = 4X, A,X = 6; 
2 X a, X = 3(A|X)’ = iaX. 




Le second membre de l’équation (i5) se réduit donc à son 
premier tçrme; remplaçant, au premier membre fy^Â 
par cF (i3), au second par R ( 1 1 ), et rappelant que 




d’après les valeurs ( 7 ), on a simplement 

(*6) A' 1 F=^y.A J f; 

où, d’après la relation posée (i3), la fonction f est liée à F 
par la proportion 

07) r=4 p; ' , 

• . .. • ‘ I . - 

L’interprétation de ce résultat exige quelques réflexions. 
Au point de vue purement analytique, F et f ne sont que 
deux fonctions des trois mêmes variables p mais, en les 
considérant comme des fonctions-de-point, ou comble assi- 
gnant à chaque point la valeur d’une certaine quantité (§ 1 ), 
elles ont des origines essentiellement différentes. La pre- 
mière, F, a été introduite dans le système //(b') ; si donc 

16. 
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ou domut des valeurs -particulières aux p it dans sou expres- 
sion à l’aide de ces variables, le nombre résultant assignera 
la quantité F correspondante au point M', dont les coor- 
données ié se déduiraient de la substitution de ces mêmes 
valeurs particulières dans les relations (V). 

La seconde, f, devient une fonclion-de-point, nécessai- 
rement exprimée dans le système u (b), quand on remplace, 
lors de la formation de l’équation {i 5 ), , -, , 

d^ — 

V ct dp/ A,f_ 

— — par 

dpi ct 

D’ailleurs, dans le second membre de cette équation (i5), 
l’association des fonctions f et X entraîne l’unité de leur 
système, et X appartient essentiellement au primitif. Si donc 
on donne des valeurs particulières aux p n dans l’expression 
de f à l’aide de ces variables, le nombre résultant assignera 
la quantité f correspondante au point M, dont les coordon- 
nées u se déduiraient de la substitution de ces mêmes va- 
leurs particulières dans les relatious (b). 

En un môt, considérées comme des fonctions-de-point, 
f appartient au système primitif, F au système transformé. 
Ainsi, de même que les équations originelles (b ) donnent 
les coordonnées de M', à l’aide de celles de M, de même les 
équations finales, (i3) et (16), donnent certaines quantités 
appartenant au point M', à l’aide d’autres quantités appar- 
tenant au point M. • 

On conçoit, d’ailleurs, que toute fonction $ des p, pour- 
rait être exprimée de deux manières différentes : i° par 
les u', en éliminant les paramètres à l aide des équations (b'), 
première expression d’où l’on déduirait 

V • 

2° pgr lés‘ h, eh éliminant les paramètres à l’aide des équa- 
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lions (b), seconde expression d'où l’on déduirait 

n d> 5 



j n a‘à 

A, $ z= V — 

O du' 



Si l’on suppose que ccs deux modes soient respectivement 
appliqués aux deux membres de l’équation (t6), elle de- 
viendra 



*(ïü bis) 



S ' d'V _ 
du"' 




en remplaçant f par sa valeur (17). Or les u' sont donnés, 
en fonctions des u par les relations posées (b'); on peut 
doue vérifier l’équation (16 l>is ) , en se servant, des procédés 
•du calcul différentiel, relatifs au changement des variables 
indépendantes. Celle vérification bannit tout doute, et sa 
longueur inévitable fait ressortir tout, l’avantage de la mé- 
thode précédente, fondée sur l’emploi des coordonnées cur- 
vilignes. • , 

Ç CXXXI 1 I. 



APPLICATION AUX TEMPÉRATURES STATIONNAIRES. 



L’importance de la formule (iti) ne le cède pas à sa sim- 
plicité. Pour faire comprendre, par un exemple, quelle est 
son utilité générale', prenons un des' problèmes principaux 
delà théorie analytique de la chaleur; celui qui consiste à 
déterminer la température stationnaire, V, des points d’une 
enveloppe solide homogène, dont les deux parois sont sou- 
mises à des températures fixes et connues, différentes d’un 
point à un autre de ces parois. 

Supposons que ce problème d’intégration ait été résolu 
pour une première enveloppe, dont les parois sont deux sur- 
faces p du système orthogonal défini par les valeurs u (b) ; 
nous allons montrer, qu’il résulte de la formule (16) que le 
même problème se trouvera résolu, pour uue seconde enve- 
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loppe, dont les parois seraient deux des surfaces p, appar- 
tenant au système défini par les valeurs u' (b'). 

En effet, dans le cas de la première enveloppe, on avait à 
déterminer une fonction V, exprimée dans le système u (b), 
vérifiant l’équation 

(i8) A.. V = o , 

et qui, pour les valeurs * p = «, p = (ï, correspondantes aux# 
deux parois* reproduisit leurs températures fixes, données 
par les équations, dites à la surface 

: I v w =r a ( P „ p»), 

_ ^ I v^s =f^(p>> p») ; 

et tel est le problème d’analyse que nous supposons résolu. 

Dans le cas de la seconde enveloppe, il faut déterminer 
une fonction Y', exprimée dans le système il (b'), vérifiant 
l’équation 

(26) A',V' = 0, 



et qui, pour les valeurs p — «, p = /3, correspondantes aüx 
deux nouvelles parois (lesquelles sont les transformées par 
rayons vecteurs réciproques des anciennes), reproduise leurs 
températures fixes, données par les équations 

, \ i V'. = F a ( Pl> P ,), 

(2,) | V^ = F^p„ Pl ). 

Pour résoudre ce nouveau problème, posons 



(22) 



V' = -W, 

‘f 



relation dans laquelle R = y/ ^ u* est exprimé en p, à 



•v 
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l’aide des. valeurs u (b) ; on aura, d’après la formule (16), 



{23) 



/'• v ' = ( 7 )‘' a ' w - 



la fonction W étant exprimée, comme R, daus le système 
primitif u(b) -, et puisque le premier membre de (a3) doit 
être nul, d’après (20), il faudra que la fonction W vérifie 
l’équation 

(24) a,W = o, 

et que, pour les valeurs p = «, p = j3, correspondantes aux 
parois, redevenues les anciennes, elle donne 



(25) 






w 



c ^a(p‘> P’) 






valeurs qui se déduisent des équations (21), d’après la rela- 
tion (22) 5 R a , Rp, désignant ce que devient la fonction R‘ 
des p,, quand on y fait p == a, p = (3. 

Actuellement, le problème de la détermination de W est 
le même que celui dont, par hypothèse, on possède la solu- 
tion. On aura donc W en substituant, dans l’expression 
trouvée pour V, 



26) 



(pi * P») . 

n 8 ««(PU P>)> ’ 

' 

«VP.* . r F > • 

a ffl(pi, p,). 



fit, la fonction W étant connue, la relation (22) don- 
nera V\ 
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§ CXXXIV. 
RELATION DES SOLUTIONS . 



En résumé, les fonctions-de-point W et V', qui expriment 
les températures stationnaires, la première dans l’enveloppe 
primitive, la seconde dans l’enveloppe résultant de la trans- 
formation par rayons vecteurs réciproques, sont liées, pour 
deux points correspondants (M, M'), par la proportion 



( 2 7 ) 



w : v' = e : R , 



Si les parois de la seconde enveloppe sont les transformées 
des parois de la première, et Si les températures fixes et 
données, de part et d’autre, sur ces parois, sont liées par 
la même proportion (27); ce qu’expriment les substitu- 
tions (26). (Il importe de remarquer que, dans cette cor- 
respondance, la paroi extérieure de la première enveloppe 
a pour transformée la paroi intérieure de la seconde, et 
réciproquement-, ce qui résulte évidemment dé la relation 
RR'=c’, base de la transformation.) 

On voit clairement, par le résumé qui précède, comment 
la solution du second problème se trouve ramenée à celle 
du premier. Ainsi, lorsqu’on sera parvenu à résoudre le 
problème général, énoncé au § CXXXUI, pour une enve- 
loppe solide, limitée par deux surfaces, apparleriant à l’une 
des trois familles conjuguées d’iin système orthogonal nou- 
veau ; on aura immédiatement la solution du même pro- 
blème, pour une infinité d’autres enveloppes, résultant de 
la première, transformée par rayons vecteurs réciproques ; 
soit en plaçant successivement l’origine O dans toutes les 
positions admissibles; soit en donnant à la longueur cons- 
tante c toutes les grandeurs finies. 

Quand on considère le très-petit nombre de.fcorps que 
l’an savait traiter, il y a peu d’années, dans la théorie ana-» 
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lytique de la chaleur, on est émerveillé de la puissance de 
généralisation du nouvel instrument, que nous venons 
d’indiquer. Gloire en soit rendue aux géomètres qui l’ont 
inauguré et cultivé. On peut voir d’autres détails relatifs à 
son emploi, dans plusieurs travaux importants de M. Thom- 
son, et de M . Liouville, surtout dans les mémorables Lettres 
de ce dernier à M. Blanchet. 

§ cxxxv. 

TRANSFORMATION CYLINDRIQUE. , . 

On arrive à des conséquences non moins remarquables 
que les précédentes, lorsqu’on applique à des systèmes 
orthogonaux de courbés planes, ou aux cylindres qui ont 
ces courbes pour bases, un autre mode de transformation 
par rayons vecteurs réciproques. Dans ce second mode, le 
rayon vecteur d’un point M est sa distance à une droite 
constante, et non à un point fixe comme dans le premier. 
On peut indiquer la différence de ces deux transformations, 
en appelant l’une conique, et l’autre cylindrique. La dis- 
tinction est analogue à celle qui se présente en mécanique, 
quand on considère le moment d’une force, soit par rap- 
, port à un point, soit par rapport à une droite. 

Toùt système de courbes planes orthogonales peut être 
représenté par des équations de la forme 



(* 8 ) , 



I x = f (a, P), 

I y = '{.(«, P), 



. dans lesquelles a et (3 sont les paramètres des deux familles, 
et qui vérifient la relation ' 



(29) 



• dx dx 
da. d$ 



+ = o 

d a d p 




exprimant l’orthogonalité. Les paramètres différentiels -du 
premier ordré A et h, de « et fi, sont donnés pat;’ les 



LKC0HS 



.((£)-(£)=*’■ 



a5o 

formules 



(3o) 



Le paramètre différentiel du second ordre d’une fonction -f 
.quelconque de (a, fl), et qui est indépendante de la coor- 
donnée rectiligne z, a pour expression 

A d§ 

• / d 

.(■3») 



A, =5 AA, 



, ». .A, d.T 

d - — — d — —— 

A, da A 



da 



<‘P 



puisque Je paramètre différentiel du premier ordre A, de z 
est égal à 1) uni té. 

Dans la transformation dont il s’agit, désignant encore - 
par R et R' les nouveaux rayons vecteurs, de même direc- 
tion, des deux points M et M', on établit entre eux la rela- 
tion constante 



W . 



RR' = c\ 



, » • 

et (x, jr) étant les coordonnées de M, (x 1 , y) celles de M-, 

on a 



(33) 



. R 1 = x’-f-j’, R' 1 = X' 1 -f-r 7 ’, 

x‘ y' R' __ c J • 

I ~x ~r R R’ ’ 



* r 

ce. qui donne, pour les formules delà transformation. 

<?x 



(34) 



x' = r’ 



R’ x'+y' 
y_ _ c ’r 

R- . x’-h/ 1 



Après la Substitution des valeurs (28), les relations (34) 
représentent, en (a, (3), le système des courbes transfor- 
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inées. En suivant absolument la même marche qu’au 
§ CXXXI, on constate : i° que-les fonctions (x 1 , y 1 ) véri- 
fient la relation . .. • ' 



(35) 



d.r' dx' 

lu dp 



df d/ 
da. dp 



ce qui démontre l’orthogonalité des nouvelles courbes; 
a° que les paramètres différentiels du premier ordre, //, h \ , 
du second système (34), sont liés à ceux, h, du pre- 
mier (28), par les proportions 



(36) 



h.~ h, 



R- 

1 

c\ 



§ CXXXVI. 

. , * RAPPORT DES A,. 

Or, le paramètre différentiel du second ordre de la fonc- 
tion^ de (a, (3), pris relativement au système (34), ayant 
pour expression générale . ~ 

h'. d$\ 



(3 7 ) 



A', § — h' h'. 



h\ dz h’ dp 



d a 



dp 



deviendra, par la substitution des valeurs (36) des A', h \ , 



a' 



/ . A di 



\ da d'à 

ou, plus simplement, d’après- (3 i),- 

(38) A' J f=^y.A J ^. ’ 

relation remarquable, analogue à celle (16) du § CXXXII, 
mais qui en diffère, en ce qu’ici les A', et A, appartiennent 
à la même fonction. Cette relation (38), qui n’est autre 
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que celle-ci 
(3 S bis) 



d'$ d'4 _ R* d]S\ 

dx" 1 ~^ dy' 2 c* \ dr' dy‘ j * 




se vérifie par le calcul différentiel ordinaire, à l’aide des 
équations' (34)', qui donnent les nouvelles variables (x'-jr 1 ), 
en fonction des anciennes (,r, y). /• , _ 

On déduit du rapprochement des' relations (33), (36), 
(38), la suite de rapports égaux ; ' . < 



(3g) 



A'J _h'* _ h'\ _ x 1 __ f 

Lii ~ fï ~ K ~ /*' 



De là résulte que les carrés des paramètres différentiels 
du premier ordre -de la fonctiop «f, dans les deux systèmes, 
ou les expressions 






d'iv 

» 



seront encore dans le même rapport général. On a donc 



( 4 °) 



• (a. ' 




Si la fonction J est telle que la seconde fraction ne varie 
qu’avec -f, il en sera de même de la première. C’est-à-dire, 
d’après le § XX, que si la famille des cylindres, au para- 
mètre -7, est isotherme dans lê système primitif, la famille 
de ces' cylindres transformés le sera pareillement. Ce théo- 
rème général comprend évidemment les théorèmes parti- 
culiers qui vont suivre, mais l’importance de ces derniers 
exige leur démonstration directe cl spéciale. • 




suit les coordonnées curvilignes, etc. a53 

. • * V" 

r . . • . * . « 

■ • / § CXXXVII. \ 

CAS DES CYLINDRES ISOTHERMES. 

* • N ‘J . ‘ 

Si, dans le premier système, les paramètres (a, (5) véri- 
fient le groupe d'équations aux différences partielles ( 22 ), 

§ CVII, ce premier système est isotherme, cl de plus //, = //. 
Alors les proportions (36) donnent h\ p=± h', et puisque l’é- 
quation (35) est vérifiée, le second système est pareillement 
isotherme, d’après le théorème établi au § CVIII. Ainsi le 
second mode de transformation par rayons vecteurs réci- . 
proques, appliqué à un système cylindrique orthogonal et 
isotherme, donne un second système cylindrique, qui est, 
non-seulement orthogonal, mais encore isotherme, tout 
comme le premier. ,, 

1 On arrive d’une autre manière à cette dèrnière consé- 
quence, en partant de l’équation 

** f . * , 

, (1 4- — F (i H— jr “ 1 ) * 

qui représente, à elle seule, un système cylindrique, ortho- 
gonal, isotherme, et quelconque ( § CVII) . Car, en y rem- 

plaçant x et y - par c* — et c- — , on a 






et cette nouvelle équation représente le système cylindri- 
que transformé. Or, son second membre donne identique- 
ment • , . 

il F d F /; v 

.. / 

et la substitution du premier membre, dans Cette identité, 
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a5 4 

conduit au groupe 

•' ' ' • • ’• - *' 

• : . dx'~dÿ , : V _ 

d a dp ■ • 

V ; > ' • - 

d’où l’on déduit l’orthogonalité et l’isotlieripie du nouveau 
système, ainsi que l’égalité de ses deux paramètres différen- 
tiels du premier ordre. . • • . 

. / § CXXXVIII. 

• ; S . IDENTITÉ DES -SOLUTIONS. ' > , 

• , •" « v r • 

Mais, il y a plus : si l’on a résolu, sur une çnveloppe 
cylindrique indéfinie, formée par le premier système, les 
problèmes généraux de notre XI e leçon, les mêmes for- 
mules résoudront les mêmes problèmes, sur l’enveloppe 
correspondante formée par le second Système. Et cela, sans 
aucune modification,' ni dans les paramètres thermométri- 
ques employés, ni dans leurs limites, ni dans les fonctions 
soumises aux intégrations définies : Si les parois cylindri- 
ques de la seconde enveloppe sont les transformées des pa- 
rois de la première, et Si chaque température, fixe et don- 
née, est la même pour deux génératrices réciproques l’une 
de l’autre. . 

Ce qui résulte, évidemment, de ce que la température 
stationnaire, V, exprimée en (a, (3), aura, comme la fonc- 
tion #(38), son A', nul en même temps que son A, ; et de 
ce que les équations à la surface seront identiquement les 
mêmes dans les deux cas, puisque deux génératrices, réci- 
proques l’une de l’autreVont les mêmes coordonnées. curvi- 
lignes (a, (3). . " • . - • 

Il importe encore de remarquer ici, que la paroi inté- 
rieure du système primitif, correspond à la paroi extérieure 
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du système transformé', et- réciproquement. S’il n’existe 
qu’une seule* paroi cylindrique' dans le premier système, 
il n’en existera qu’une dans le second; mais alors, l’uni- 
que formule, qui donnera les températures stationnaires 
des points intérieurs au premier cylindre, donnera au con- 
traire celles des points extérieurs au second cylindre. C’est- 
à-dire qu’elle résoudra le problème posé, pour une colonne 
prismatique, solide , dans le premier cas, et pour un canal 
cylindrique traversant une masse solide indéfinie, dans le 
second ; ou, inversement. 



En résumé, les transformations, conique et cylindrique, 
par rayons vecteurs réciproques, donneront une infinité de 
systèmes orthogonaux secondaires, pour lesquels le problème . 
de l’équilibre des températures se trouvera résolu, s’il l’est 
pour le système primitif, qui leur transmettra sa solution, 
Là, cette transmission est essentielle et générale, tandis 
qu’elle ne se présente qu’exceptionnelletnent, dans les sys- 
tèmes obtenus par des transformations d’une autre nature. 

Par exemple, si les trajectoires, qui servent de bases aux 
cylindros isothermes des leçons précédentes, tournent au- 
tour d’un axe situé dans leur plan , il en résulte une famille 
de plans'méridiens, et deux familles Orthogonales de sur- 
faces de révolution. De cette manière, le système des coor- 
données polaires conduit à celui des coordonnées sphéri- 
ques; les courbes homojfocales du § CVIII, engendrent les 
systèmes des ellipsoïdes planétaires et ovaires ; et ces sys- 
tèmes transformés sont triplement isothermes, comme les 
primitifs. Mais, pour tout autre Cas, les plans méridiens 
sont seuls isothermes. 

Ainsi, le' système bi-circulaire, donnera une famille de 
tores, et une famille de sphères ayant un cercle commun, 
s’il tourne autour de son axe radical.; il engendrera une autre 
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famille de tores se pénétrant suivant deüx mêmes ombilics, 
et une famille de sphères excentriques isoléés, s’il tourne 
autour de son axe central ; mais, dans ces systèmes trans- 
• ’ formés, les surfaces de révolution ne seront pas isothermes, 

, ; pt il en sera de même des tores, à section méridienne ovoïde,- 1 

engendrés par la rotation des lemniscates. Forcés de nous 
limiter, nous avons supprimé l’étude de ces systèmes, ina- 
bordables pour les températures, bien qu’elle conduisît à des 
propriétés géométriques importantes, et qu’elle pût même 
s . venir en aide, pour une autre branche delà physique ma thé- 
- matique. . _ - , 










T'- 
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ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE L’ÉLASTICITÉ. 

, * • ' 

Rappel des équations et des lois de l’équilibre d’élasticité des corps solides 

homogènes. — Transformation des équations générales en coordonnées 
curvilignes.) — Définition et loi d’nn système isostatique. 




§ CX XXIX. 

RAPPEL des équations de L ÉLASTICITÉ. 

• 4 . 

Les leçons qui vont suivre ont pour objet principal, 
d’appliquer les coordonnées curvilignes, à la théorie ma- 
, thématique de l’élasticité. Cette application est réellement 
la plus naturelle, car les lois qui régissent l’équilibre inté- 
rieur d’uu corps, solide,, conduisent à la considération de 
trois familles de surfaces orthogonales; et tout porte à pen- 
ser que l’on parviendra à exprimer les lois dont il s’agit, 
et toutes leurs conséquences pratiques, en employant ex- 
clusivement les courbures des surfaces conjuguées, celles de 
leurs arcs normaux , et les variatiôns suivant ces arcs 
mêmes ; de telle sorte que la représentation géométrique 
accompagnera constamment, l’expression analytique. 

Les formules de la théorie de l'élasticité, exprimées en 
coordonnées rectilignes, sont aujourd’hui presque aussi 
connues que celles de notre première feuille A ; il suffira 
donc de les rappeler, succinctement, en indiquant leurs 
origines, leurs liaisons, et les théorèmes qui en découlent. 
Ces formules sont toutes groupées par la feuille C. 

• ■ ; •. ■ «7 
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Dans la description rapide qi)i va. suivre, l’astérisque (*), 
placé à lar fin d’une proposition, simplement énoncée, in- 
dique la nécessité de développer cette .proposition. Afin de 
ne pas retarder l’objet principal', ci-dessus défini , nous 
avons réuni tous les développements réclamés par le signe 
précédent, pour les exposer, avec les détails nécessaires, 
dans notre XX 1 ' et dernière leçon. ’ - 

La première- case du tableau 1 de la feuille. C, contient 
les équations générales de 1 équilibre d’élasticité d’un milieu 
solide homogène, dont la densité est d ; (X 0 , Y 0 , Z<j) sont les 
composantes, parallèles aux axes rectilignes des (a:, y, z), 
de la résultante des forces extérieures, rapportée à l’unité 
de masse; les fouctions-de-point '{-iV ; T,) sont les compo- 
santes des forces élastiques, rapportées à l’unité dp surface, 
qui sont exércées, en un même point M, sur trois éléments- 
plans perpendiculaires aux coordonnées; les N, sont les 
composantes normales, les T, les composantes tangefitielles. 

Ces équations sont déduites de l’équilibre du parallélipi- 
pèdé élémentaire'; des six relations nécessaires pour éta- ' 

•blir cet équilibre, celles, dites des moments, expriment, la 
dualité de chaque T,, et les trois autres donnent les équa- 

■ lions posées. r "... .’■• . •* 

§ cxl. . ' I 

LOI DES COMPOSANTES RÉCIPROQUES. 

La seconde case du tableau 1, donne les valeiïrs des com- 
posantes (X', Y, Z) de la force élastique, rapportée à l’unité 
de surface, qui s’exerce Sur un élément-plan o, dont la 
normale fait avec les axes des angles aux cosinus {m, n, p). 

Ces valeurs sont déduites de -l’équilibre dü tétraèdre élé- 
mentaire, ayant trois faces perpendiculaires aux coordon- 
nées, et la quatrième parallèle à u. Elles établissent ce pre- 
mier théorème : Si E et E’ représentent, respectivement, 
les forces élastiques exercées en'M, sur deux éléments- 
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plans n et es', dont les normales sont L; et I/, la compo- 
sante ou la projection de E sur L', est égale à la projection 
de E' sur L. .*• 

Les composantes, soit (N„ T,), soit (X, Y, Z), relatives 
à un élément-plan , coupant en M le milieu solide, sont 
celles de la force élastique exercée, par la partie (du milieu • • 

coupé) la plus éloignée de l’origine O des cobrdonnées, sur 
la partie qui en est la plus voisine; les composantes de la 
force élastique que la seconde partie exerce sur la première, 
ont les mêmes valeurs absolues, mais avec des signes con- 
traires. La force élastique, exercée sur un élément- plan, et 
faisant ijn angle e avec la normale à cet élément, s’appelle 
traction si e est aigu, pression si cet angle est obtus, force 
tangenticlle ou de glissement s’il est droit. 

. ... § CXLI. *•. • ■ 

• 4 

■ ' LOI DE L’ELLIPSOIDE D’ÉLASTICITÉ. 

v •. r ' ' * 

Le tableau II définit les cosinus (/«,, n ; , pi) des- angles 
que de nouveaux axes rectilignes ( x',y\ z') font avec les 
anciens, et les composantes (N',, T*) des forces élastiques , 
exercées sur les éléments-plans perpendiculaires aux nou- 
velles coordonnées. Le tableau III donncles valeurs des' • 

(Pï' ,.T,), en fonction des (N,, T,) et des cosinus (m,, n„ /?,); 
i est,- ici, l’un quelconque des trois indices (t , 2 , 3), / et A 
sont les deux autres. Ces valeurs se déduisent du groupe 1, 
seconde case, ou, du premier théorème énoncé. Elles éta- * 
Dissent les propositions suivantes. 

$i, sur la direction de' la force élastique E, qui sollicite 
en M chaque élément-plan, on prend' une longueur propor- 
tionnelle à E, les extrémités de. toutes les lignes ainsi prises, 
sont silures sur la surface d'un ellipsoïde t, dont le centre 
est en M. Soit désignée, par a, une sürfgce du second ordre, 
concentrique à J ellipsoïdo précédent, avant scs axes dans 
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les mêmes directions, et de grandeurs proportionnelles aux 
racines carrées de ceux de C: pour connaitre l'élément- 
plan et, sur lequel s’exerce la force élastique représentée 
par un diamètre D de l’ellipsoïde C, il suffira de mener un 
plan tangent à la surface a au point où D la rencontre, et 
cr sera parallèle à ce plan tangent. 

Lorsque les- forces élastiques, qui s'exercent en M, sont 
toutes, ou des tractions, ou des pressions, la surface a est 
un second ellipsoïde. Lorsque ces forces élastiques sont, 
des tractions pour une partie des éléments-plans passant 
en M, des pressions pour les autres, la surface a se compose 
de deux hyperboloïdes conjugués, l’un à une nappe, l’autre 
à deux nappes, ayant un même cône assymptote; alors, les 
diamètres de l’ellipsoïde C, qui sont coucliés sur ce cône, 
représentent des forces tangentielles ou de glissement. 

De ces propositions résulte le corollaire suivant : En cha- 
que point M d’un solide homogène, eu équilibre d’élasti- 
cité, il existe toujours trois éléments-plans, perpendicu- - 
laires entre eux, qui sont sollicités normalement, ou pour 
lesquels les composantes tangentielles sont nulles. Les forces 
élastiques normales à ces éléments, déterminent les axes 
de l’ellipsoïde et sont appelées principales . Le tableau IV 
reproduit l’équation du 3’’ degré, qui donne, par ses ra- 
cines A, les forces élastiques principales en M, quand les 
six fonctions-de-poinl (N,, T,) sont connues. Suivant que 
les trois racines ont toutes le même signe {-f- pour les 
tractions, — pour les pressions)* ou ont des signes contrai- 
res, la surface a est un ellipsoïde, ou le couple de deux 
hyperboloïdes conjugués. Lorsque les trois forces élastiques 
principales en M sont numériquement évaluées, on obtient 
facilement les équations des éléments-plans qu elles solli- 
citent. 

* •’ * % . 1 ,K '* - ■ 

. * . . ■* *. * . 
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§ CXL.1I . 

FORCES ÉLASTIQUES PAR LES DÉPLACEMENTS. 

Le tableau \ donne les expressions générales, de la dila- 
tation cubique 0, et des fonclions-de-point (N,, T,), à l'aide 
des premières dérivées de trois autres fonctions-de-point 
(u, e, w), lesquelles sont les projections, sur les axes coor- 
donnés, du déplacement total, supposé très-petit, qu'a subi 
le point M, lorsque le milieu solide est parvenu à l’état 
d’équilibre d’élasticité, sous l’action des forces extérieures, 
qui lui sont appliquées; les (£, n,, i p) représentent, pour 
simplifier, les sommes de deux dérivées réciproques des 
(«, v, w). Lors de l’homogénéité la plus générale, etquand 
on évite toute hypothèse préconçue (*), sur la nature et 
la loi des actions moléculaires, lés coefficients constants 
(A„ B;,..., <A> ift,,...) des (N,, T,), lesquels sont au nombre 
de trente-six, n’ont, théoriquement, aucune relation néces- 
saire (*). .. ' 

Mais, on démontre que ces trente-six coefficients n’en 
comprennent que quinze qui soient distincts, lorsqu’on 
pose, à priori, ce principe, ou plutôt celte hypothèse mul- 
tiple (^), qu’entre deux molécules (* ) M et M' très-voisines, 
et déplacées, il existe une action mutuelle .(*), dirigée sui- 
vant la droite qui les joint (*)’, et égale à leur écartement,- 
multiplié par une fonction de la distance qui les sépare (*); 
cette fonction-facteur étant variable avec la direction dp 
MM', mais restant la même pour deux directions opposées 
l’une à l’autre (* ). Quand on ne suppose pas que cette fonc- 
tion-facteur ait la même valeur pour deux directions oppo- 
•' sées, les trente-six coefficients se réduisent à vingt et un. 
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' § cxliii: 

LOIS DE L’ÉLASTICITÉ CONSTANTE. 

Les deux premières cases du tableau Vl, donnent lès 
expressions particulières des (N,, T,), pour un milieu solide 
homogène, et d’élasticité constante dans toute direction, 
avec deux coefficients seulement (X, p) ; coefficients qui, 
théoriquement, restent indépendants, quand on bannit toute 
hypothèse (*) ; mais, qui sont nécessairement égaux l’un à 
l’autre, si l’on adopte complètement le principe ci-dessus 
énoncé, en regardant alors la fonction-facteur comme étant 
la même pour toutes les' directions. . . 

Avec ces valeurs particulières des (N,, T, ), les équations 
générales du tableau I deviennent celles de la troisième 
case du tableau actuel VI, ou bien, celles du tableau VII, 
si l ? on représente, pour simplifier, par (U, V, W) les diilé- 
rences des dérivées réciproques dont les (£, », i|/) sont les 
sommes. Lorsque les composantes (X 0 , Y„, Z 0 ) des forces 
extérieures - sont les dérivées .d’un potentiel P, tel que 
A, P — o, la forme VII des équations de l’équilibre d’élas- 
ticité constante, donne. A, ô— o, pour la loi qui régit la 
dilatation cubique 6. La forme VI conduit alors à l’équatiph 
A,.A„ ( J> = o pour la loi qui régit les projections ( u , c, te) 
du déplacement moléculaire, et par suite toutes les.compo- 

■ santés [N ( (y ', T! y ’] des forces élastiques. > • J ; . - 

Les.formules de la feuille C’, ne se rapportent qu'à Véqui- 
libre d’élasticité des milieux solides homogènes. Mais, on. 
peut en déduire celles qui concernent les vibrations inté- . 
rieures.des mêmes milieux, en remplaçant les-(X 0 , V», Z 0 ) 
■par ■ • _ •' 
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comme l’indique le principe de d’Alemberi. Inversement, 
dans les transformations qui vont suivre, nous partirons 
des formules complétées par cette addition ; afin que les 
équations transformées puissent s’appliquer aux deux cas. 
Pour les ramener à celui de l’équilibre, il suffira d’annuler 
les dérivées prises par rapport au temps. 

» . • V 

§ cxliy. 

\ * * * ’ i . ' 

TRANSFORMATION EN COORDONNÉES 

Pour exprimer, en coordonnées curvilignes^les équations 
de l’élasticité d’un milieu solide homogène, considérons 
.trois éléments-plans orthogonaux et,, respectivement tan- 
gents aux trois surfaces conjuguées p,-, qui se coupent en un 
même point M. Soient : A,- les composantes normales des 
forces élastiques cjui sollicitent ces éléments; G, leurs com- 
posantes tangenlielles, lesquelles sont égales deux à deux, 
d’après le théorème du § CXL; F,- les composantes suivant 
les normales r/s, aux surfaces p,, de la résultante dësiorces 
extérieures, toujours rapportée à l’unité de masse; R, les 
projections, sur les mêmes normales, du déplacement très- 
petit de-M.’ • , . '■ 

Ces douze fonctions-dc-poïpt sont expritnées ep p, ; il 
s’agit d’établir les équations qui les régissent. Supposant, 
ces Fonctions connues, on évalue, à l’aide des Cosinus dés 
angles que les (x, y-, z) font avec" les normales ris; les fonc- 
tipnsrde-point, de mèpies- définitions, relatives uux coor- 
données rectilignes, savoir : par les sommes des composantes 
des, F, pour les (X 0 , Ÿ 4 , Z») ; par les sommes des projec- 
tions- des R, pour Icç ( iu r, tÿ) ; enfin pur les formules III 
"de la feuille C, convenablement transformées. Ces opéra- 
tions spnt .facilitées par les correspondances du double. 
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ils { 



(0 < 



du. 



P 


Pi 


P. ' 


A 




*. 

• t 


6, 


A 


G 




• 


t 




G 





\ V, 



F, 



1 <•/ p 
A dx 


I Ù 

A dy 


1 dp 
A dz 


' t'P, 
A, dx 


l'iil 

A, 

• 


_!_^Pj 

A, dz 


L<lh 

A, dx 


1 rfp» 
A, dy , 





Les fonctions-de-point, relatives au système des axes . 
rectilignes, étant ainsi déterminées, leur substitution dans 
les formules principales de la feuille C, conduit au but pro- 
posé. La première équation générale de celte feuille qui 
est , 

• . * *.r 

rf-N, •. dT s . rff, 

. dx 

•' • \ V : . • 

dans le cas des vibrations, se transforme ainsi qu'il suit. 
On a (l’abord les valeurs 



(»)• 



• «fr, / d’ù\ 

+ lïï + lh+\ Xo -liï} dz=0 ' 



• • ‘ i v — L ,l f v , l ‘h' v , 1 , rf ?» F 

x, .~ z ^ + ir, d * Fi + X dx F ” 

/ 3 ) . •’ ■ 

I 1 d P R , 1 rf P' R , ' rf P> lR 
. > u -i^ R + ir,d^ R, + 7r,d7 R ’ .■ • 



*_ »■ 



pour composer la parenthèse qui multiplie la densité o. 
Rnsuite, polir transformer les trois premiers termes de l'é- ' 

quation (2), la loi de formation indiquée par les for- 

• • >•' „■ ■. '■ .. . 
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mule» III, feuille C, donne 

u\ : d - \ T _dp dp A (dp, dp, dp, dp ,\ E 

i dy i 3 dy dx h? \dy dx djr dx ) h, h, ’’ 

! d. I _dp dp A t do , dp, do, dp A S 

dz | 1 dz, dx h} \dz dx dz dx J h, h, " ’ 

en n’écrivant, pour chacune de ces valeurs, que deux des 
six termes qui la composent, et qui forment trois couples 
homologues et symétriques, faciles à reproduire par des 
changements d’indices. 

. § CXLV. 

TERMES' AUX COMPOSANTES NORMALES. ' 

Dans la somme des dérivations à effectuer, et qui sont 
indiquées par des facteurs symboliques en regard des va- 
leurs (4)» les termes én A, donnent, étant réunis, * 



: (5>- 



d 

dp dx h} • 



d’apres la définition des A:, et le théorème du ^ VIII, ou 
l’identité 

' t „ 

— U—. 

■ ' dx .dx dy dy dz dz ' d p,- 

•Celte expression (5)-, étant développée, prend une autre, 
forme, à l’aide des valeurs < ' ' ' ■ .• . 

( d^ ■ '■ • ' 

l dx i / d/i dp ’ d/i dp, d/i-dpj\ 

1 do . h \fl p dx dp | dx do, dx j 

(’) ;'• /, • • 
I • • ’ d log -f- . . • . 

I A,p - k,/i, 

'• •• •• • dp ... ’ ■•• : 
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déduites des formules (t 4 ) § X, (21) § Xijl. Elle dfevient 



successivement 



f 

A (dh dp ' dh dp, dh d p,\ dpi 

h \dp dx dp, dx dp, dx ) dx \ 



/ *d± 

1,1 + A do 



dlog 



fi, h. 



A dh dp { ^ A dh rfpi \ </A ^ ^ ^ h x A* ) dp 



h dp x dx h dp 2 <Ar 






dp 



dx 



et enfin, par une transformation facile de la dernière paren- 
thèse, on a la première'des trois expressions 



I , h, h, dp A dh dp, A dh dp , 

1 rfp dx~^~- h dp, dx h dp, dx ’ 

d A \ 

(8) < ^ A 2 /i dp, A, rfAj dp 2 A, dh, dp 

1 dp, dx h, dp, dx h, dp dx . « 

d— - ' . ” 

hh, dp, A,dh, dp A, dh, dp, _ t 

\ ^ dp, dx ^~ h, dp "dx~ >r h, dp, dx ’ 

les deux autres se déduiraient, de la même manière, des 
termes en A, et en A,, que comprennent les valeurs ( 4 ) 
complétées . , / • • • • ... 

.. § cxlvi: 

. TEIi MES AUX .COMPOSANTES TANGEXTIELLES. 

/ , v • * Jf . . • ' • " ’ * • 

Dans la somuiatiou-indiquée, les termes en 5 , donneront, 
étant réunis, ' • ' ... 

: j dp, g ‘ • •' 



( 9 ) 



IL, d V h ' k l ,' d ?‘ P 

1 dp, . dx h, fa, 



:. / d^-i- 

. f 1 d!r h ' h ' 






ip, 



fl p , r. 

dx //, Jh ' 



ed b y Gpogle 

A , VA 1 . 
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par l'Introduction des A,, -et une double application du 
théorème ou de l’identité (6). A l’aide des valeurs 

’ , ' , a; 

d 7—7 

A,p, = AA,A,-^- 



A,p, = AA, A, 



AA, 

dp, 



(22) du § XIII, et de la formule (n) § IX, qui donuc 
l’identité ... 



lit 



1 dp 1 



—}■ -h !t\ , 

• - . dp, > , dp, 

l’expression (9), étant développée, peut se mettre sous la 
forme 

A, \ . 



d — 
/i, A, A, 



G ** h, h 



.dp, , 

/ dx ‘ h \A,A dp , ’ A, A, dp , / 

/ j g d— \ 

. dp, LL , j A, A, A, ( G AA; ) 

-p AA. /i, ^ , 

. î * A 

qui donne définitivement la première des trois expressions 



(10) 



AA, A , 1 



AA, A, 



AA, A, 



d s • 


d ^ 


aa; dp, 


AA; dp. 


dp, dx 


dp, dx . 

»7 


dfl. , 

A, A’ dp ^ 


d ^ 1 
A, AiJ dp, 


dp, dx 


d p dx . 


d-Hi- 


d — 


a, a; dp, 


( A, A’ dp 


dp dx 


dp, dx 



les deux autres se déduiraient, de la même manière, des 
ternies en G, et G,, compris dans les valeurs (4) complétées. 
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§ cxlvïi. 

. - ÉQUATIONS GÉNÉRALES TRANSFORMÉES. 

Par la somme des six expressions ( 8 ) et (10), substituée 
à cejle de ses trois premiers termes, et par les valeurs ( 3 ) 
introduites dans la parenthèse qui multiplie d, l'équa- 
tion (2), où l’on pourra mettre les ^ en facteurs com- 

» ■ N 

muns, prendra la forme 



(.x) 



P ? + P 'r + P'r=». 

dx dx dx 



dans laquelle les coefficients P^, ou les parenthèses qu'ils 
remplacent, ne conservent aucune trace des coordonnées 
rectilignes. On peut conclure de là (ce qui .est d’ailleurs 
évident, d'après la marche suivie, et les formules employées) 
que, si l’on transforme successivement, et de la même ma- 
nière, la seconde, puis la troisième, des équations géné- 
rales I, feuille C, première case, on obtiendra les deux 
'équation? . . v 



'(1 1 bis) 



\ 

i'»î 



p, 



dp, 

dy 

dpi 

dz 



P. 



dpj 
d r 

dp, _ 



.0, 



.p,r^ + p --o, 

dz 



où les parenthèses P, seront identiquement les mômes que 
dans la première (11). 

Si l’on ajoute les équations (11) et (11 bis), respective- 
ment multipliées par les dérivées qui y multiplient, soit P, 
soit P,, soit P,, les relations fondamentales ( 4 ) § VI, isole- 
ront successivement ces trois parenthèses, lesquelles devront 
être nulles. Ce qu'indiquait d’ailleurs la seule’équation (1 1), 
par suite de l’indétermination complète de toute coordonnée 
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rectiligne x. On aura donc définitivement 
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(12) 



P = o, 
P'=o, 
P 7 = 0. 



Et telles seront les équations cherchées. 



La réunion des seuls ternies contenant le facteur— y 

. • dx 



dans les expressions (8), (jô), et les valeurs (3), donne, 
pour la première (1.2), 



h, h. 



h, h, A, rih, A, dh. 



(,3) 



do 



h, dp h-* dp . • 



, , , 

4- hh { h, \ + — î— 

\ api dp. 



S rfiR \ 



ou bien, en développant les dérivées, et multipliant par A, 



. dA , dE, d£ 1 

h, — 4- » 1 -j h * j — ■ 

dp dp, dpi 



l*Ya 

d? ) 



(>4) 



h dk, ' h dh, 

‘/h ( 0 



( h , dh A, dh,\ f h, dh h, dk,\ , 
V 2 Â Tp , + V hd?, + t, Tpi) - 



Enfin, introduisant, cômme au,§ XL VI, les arcs et lés cour- 
bures, • - .. • • . 



, dfi 
dsi = — -, 
"i 



1 kj dhj 
hj dp' 



A J) 



"È 
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on obtient la première du groupe suivant : 




les deux autres .traduisant, de la même manière, la seconde, 

et la troisième ( 1 2 ). , 

' r • ••* . * 



§ CXLV1II. 

SURFACES ISOSTATIQUES. 

JVIises sous cette forme (i5), en quelque sorte géométri- 
que, les équations de l’élasticité d’un solide homogène, et 
quelconque, conduisent à des lois très-générales, et d'une 
grande simplicité, que l’analyse eût difficilement décou- 
vertes, en continuant à n’employer que les coordonnées 
rectilignes. Considérons le cas de l’équilibre. En chaque 
point du solide il. existe toujours trois éléments-plans rec- 
tangulaires, que les forces élastiques sollicitent normale- 
ment, et qui jouissent seuls de cette propriété, si l’ellip- 
soïde -d’élasticité a ses trois axes inégaux. 

Supposons qu’il en soit ainsi dans toute l’étendue du 
corps, et qu’en passant d*\in point à un autre très-voisin, 



> * * 
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l’ellipsoïde? d’élasticité, toujours a trois axes inégaux, n’é- 
prouve que de légères variations dans les grandeurs et les 
directions de ses axes ; écartant ainsi les cas dans lesquels 
cet ellipsoïde serait de révolution, et ceux où il éprouve- 
rait des changements discontinus, c’est-à-dire brusques et 
considérables. 

Alors, si, partant d’un point du solide, On passe, sur un 
des éléments-plans principaux qui s’y trouvent pressés ou 
tirés normalement, .à tout autre point infiniment voisin du ' 
premier ; que de ce noùyeau point on se dirige vers un troi- 
sième, situé sur le plan "principal, primitif mais légère- 
ment dévié, qui correspond, âu second point, et ainsi de 
suite; on peut tracer de cette manière une surface continue 
. v divisant le corps en Jeux parties, qui n’exercent l’une, sur 
l’autre que des pressions ou des tractions normales. ! 

De lai résulté que, si l’on considère à la fois tous" les’ élé— ,* 
inents-plaps sollicités normalement, qui correspondent à . 
'tous lcs points du solide, et dont les positions varient d’une 
manière continue : tous- ces triples-éléments forment trois 
fahïilles de surfaèci orthogonales., que j’ai appelées isosta- 
" tiques, et qui jouissent delà propriété d’ètré seules sollici- 
■ tées normalement par les forces élastiques". , > 

On conçoit que tout système orthogonal, quel qu’il soit, 
puisse devenir occaskmnéllemeiu isostatique, quand celles 
de ses surfaces qui forment les parois du solide sont sou- 
mises à des efforts normaux ; et qu’il suffit, pour cela, 'que 
les signes et lé» intensités des efforts extérieurs vârientlsui- 
' vanP une loi convenable, -d’un point à l’autre de ces parois. 

La propriété d’ être isostatique, est donc. d'une tout autre 
nattire que la propriété d’ètrë isotherme, qui- »’ appartient- - 
qu’à certaines familles de surfaces.' Mais la véritable pro- 
priété fondamentale de tout système isostatique est la réu- 
nion indispensable de trois familles de surfaces, et leur 
. orthogonalité néeessuM'ê* C’est de cette propriété, si ueite- 

■ v*: ■■ ,F r V • ■ '<£' • 



- • ■ • . w 
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uicjit caiaclértséè, qii’esl venue J’idéc des coohlCfiihées cur- 
vilignes. -■ • , > 

§ CXLIX. . ‘ . 

* - ' * ■ * » .•.**» • 

, LOI DUN SYSTÈME ISOSTATIQUE. ■ . 

« *- . 1 . # , . 

'{ f m A; ■ . „ . 

Lorsqu’un système isostalique existe dans un corps solide 
homogène en équilibre d’élasticité, si l’on prend, pour 
coordonnées curvilignes jO,, les paramètres des, trois familles 
de surfaces qui le constituent, les composantes tangen- 
tielles 6, sont nulles partout. Les ^composantes normales A, 
existent seules: devenues les forces élastiques principales, 
elles (tonnent, en chaque point, les directions et les gran- 




conjuguées. 

Les équations] (i 5 ) étant 'liuéaires^ du peut faire abstrac- 
tion des. F, , quand on «'étudie que les effets uniquement 
dus aux elforts exercés sur la surface du corps. - De plus, 
puisqu’il s’agit d’un état d’équilibre, les dérivées dps Ri par 
rapport au temps n’existent pas. En les annulant, -ainsi que . 
les G,, et supprimapt les on • réduit le groupe (i 5 ) au 
suiVaut: ’ - 

'/A _ A — A,' A — A ; 
l . ds r ’ . i r" ' ’ 



. t • 



(*6) 



d A, 
ds, 



Ai^A,.„ A -, — * A 



• -, 1 ds i, >\ 

- .• | dA, A,— 



'■ ». 



ds. 



.'Y 



1 Les forées élastiques principales A,, étant dirigées sui- 
vant les tangentes aux arcs, mi aux lignes de courbure s,, les 
trois équations (16) expriment eetté unique loi : Dans tout 
système effectivement is ostatirju e, c h a eu n e des trois forces 
élastiques principales éprouve, suivant sa direction meme, ‘ 



. •( 
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une variation qui est égale à la somme de ses excès sur 
les deux autres, respectivement multipliés par les cour- 
bures correspondantes de la surface qu elle sollicite. 

Doue, lorsqu'on se propose de rendre effectivement iso- 
statique, on système orthogonal, Connu dans toutes ses par- 
ties, il suffit de se donner les intensités des trois forces élas- 
tiques principales, en un seul point M;' car la lpi (16J eir 
déduira Celles dés six points voisins, situés de’ part et d’autre 
sur les arcs d$ : -, et, de proche en. proche, celles de tous, lés 

• points du solide. 'if, . ,\C ■ 

En résumé, la loi, traduite si simplement par l’ellipsoïde - 
d'élasticité,' donne les, forces élastiques exercées en un seul 
, point, à l’aide de trois ^ entre elles; puis la loi, non moins, 
.simple, qu’expriment les équations (16), donne les forces 
élastiques exercées en tous les autres points. Gettf^ dernière 
loi était donc nécessaire; car, sans elle, le phénomène de 
l’équilibre d’élasticité restait incomplètement défini.-' 

Pour qu’un système orthogonal quelconque soit isosta-, 

> tique, il faut, et il Suffit, que chacune de ses surfaces soit 
sollicitée normalement par la force élastique correspon- 
dante, qui peut avoir des intensités très-différentes, aux 
différents points de cette surface; les trois familles conju- 
guées sont alors analogues à celles des surfaces de niveau, 
dans la théorie du potentiel. Pour que les surfaces d’une 
même famille fussent en même temps isodynamiques, c’est- 
à-dire telles, que la force normale sollicitante pût avoir la 
• même intensité sur chaque surface, il faudrait qub Je sys- 
tème orthogonal vérifiât certaines conditions géométriques, 
et.il ne serait plus quelconque. De là résulte une nouvelle 

* classe de surfaces, qui comprend évidemment la famille 

des. sphères concentriques. On, reconnaît, à l’aide des équa- 
tions (tôy, que les familles' des ellipsoïdes planétaires et, - 
ovaires en font aussi partie. - • 

, "Ainsi, lorsqu'une enveloppe solide Contient un fluide a 

;* • ' 
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haute pression , et supporte .extérieurement Kt 1 pression 
atmosphérique, si les deux parois sônl des ellipsoïdes de 
révolution homofoeaux, tous les ellipsoïdes intérieurs dè la 
même famille sont, à la fois, isostatiqUes et isodynamiques. 
Chacun d’eux est sollicité normalement par une pression 
constante; la seconde forée élastique prinçi pale, dirigée 
tangenlicllement à l’ellipse méridienne, est Une traction, 
pareillement constante; mais la troisième, qui est perpen- 
diculaire au méridien, change de grandeur avec la latitude, 
et même de signe si l’ellipSoïde est planétaire : alors, vers- 
'les pôles c’est une traction, dont le maximum est égal à 
..la tension même de l’arc elliptique; pour une latitude 
moyenne, celte force est nulle, puis elle devient une pres- 
sion; de^elle sorte qu’une fissure méridienne, s’ouvrirait, 
au pôle; et se resserrerait à l’équateur. Il suffit d’énoncer ces 
résultats, dont 'la vérification est facile, pour faire, com- 
prendre l’importance des équations (16). 1 , ... 
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SEIZIÈME LEÇON, 

ÉLASTICITÉ CONSTANTE. — RÉSISTANCES. ' 

Transformation en coordonnées curvilignes des équations relatives à l’élas- . * 

ticitc constante. — Applications de la loi des surfaces isostatiques. — 

Résistantes et épaisseurs des.parois sphériques, cylindriques, ou planes. . 





« CAS DE L’ÉLASTICITÉ CONSTANTE. 




Les éqQalions générales de la leçon précédente sont ap- 
plicables à tout corps solide hombgène, de quelque, manière 
que l’élasticité varie d’une direction à une autre autour 
d'un môme point. Il s’agit, dans la. leçon actuelle, d’établir, 
en coordonnées curvilignes, les équations particulières re- 
latives au cas où l’élasticité se manifeste constamment de la 
même manière, dans toute direction, ou quelle que soit 
l’orientation du corps. Les (A,-, G,) doivent alors s’exprimer 
à l’aide des deux constantes ‘(X, p) de la feuille C, et des 
dérivées en p. des R,. On obtient Ce» expressions ainsi qu’il 
suit. . . . - 

- •, Considérons les normales aux trois surfaces conju- 
guées p, qui se, coupent en M, comme formant un système 
d’axefc rectilignes des (ap 1 , jr 1 , z') sur lesquels le déplacement 
de M ait pour projections [u 1 , \t , les cosinus des angles 
/ que ces nouvelles projections font avet les anciennes 



• > . 

.*» i 
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(h, O, w), où que les nouveaux axes font avec les anciens, 
étant indiqués par le tableau 



• « 




.t 


r 


Z 




• . 








t 


\r' 


m , 


// 


* /> 


• » 










i>) 1 


V 

f 




", 


A', 


j 


K,. 








- • - 


Z 


W V 


", 


P, 




■ c 


• 






• * 




;« 


P 


W' 



Alors, les (A ir G,) ne sont autres que les composantes des 
forces élastiques qui s’exercent sur trois éléments-plans, 
respectivement perpendiculaires aux 'coordonnées rectili- 
gnes (a/, y', a'), et conformément aux •formules des deux 
premières cases \J, feuille C, on aura ' 



du' dv' dw' 

d.-d, ■ d) J di' ? 

* -, du ' 

. * • •" • V • - 

dd 



% * 



-\f; ) . 

> 



(* 1 \ •; 



A,= À 8 -f- ?, [i — f 'y\ .. - 

, ■ ‘v ■ . . 

A, = 10 + 2 ft — , • . . 

( dz > •.,•. v • 

_ ■ / dd • dw'X 

( '- t ‘[dd + dÿJ =ll t' 

r _ (d»'dù’\ , . 

..... , •• 

: 1 • _ /du 1 d v '\ . , , . ' * 

• I + »)•“!* * • 

? ‘ ~ . ' * s v .• 

D’un autre roté, les axes dès (&', z) sc confondant '* 

avec les normale» aux surfaces p, t pii passent eli M, les 



. t 
*•< 
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(u', n’y seront autres que les R.,, et les çosiaüs 

(ni,, p, ) auront les valeurs correspondantes^ inscrites 
au nouveau tableau • 



* 

(3) 



.r 


r • . 


Z 


1 dp 


1 dp 


1 dp 


h dx 


h dy 


h dz 


1 rfp. 


1 do, 


'1 r/p 1 


h. dx 
• 


h y dy . 


/i, dz 


1 - dp,. 


1 dp. 


1 dp. 


h , dx 


fi, dy 


fi, dz 


► » J 


■ 





Céla posé, une fonctionné -point if, exprimée en (x, y, z), 
peut l’être successivement en (a/, j 7 , z'), et en (p, p,, p,). 
A la première transformation correspond, d’après le ta- 
bleau ( 1 ), la nouvelle dérivée i 

dff dS d$ d* . . 

qui devient, en substituant à [m, n, p) les valeurs prises 
‘au tableau' (3), • 

dx 1 f.dif dp rf.f dp drf . • 

è(à/ y dx dx dy dy~*~ dz 'dzj 

ou bien, par suite de la seconde transformation, et d’après' 
le théorème du § VIII, la première du groupe 



( 4 ) 



££ _ k • 
dx < 1 0 

1 d$ , di- 

' ZTi 

1 dy dp ; 

I d * — 

dz r . ‘ dp. 
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que l s ou eompléie aisément. Ces formules (4)’ résultent, 
d’ailleurs, de ce que, au point M, les (dy, d/, dz') so£t 

respectivement égaux aux (ds, ds,, ds,). 

* * f ■ , 

• • :§ gli. ‘ 

TRANSFORMATION DES FORCES ÉLASTIQUES.' * 

1 J , / ^ ' ' ' 

Ld tableau (ï) donne les relations 



'(5) 



I u' mu nv -f- pw , ■ - 

d = m,û. n,v -+-p,w, • .. • 

td =.'m, u + n a v -f- p, w-, . . ; . 

d’où l’on peut déduire les dériyées qui composent lefc va- . 
leurs (a), maïs en observant que, lors de ces dérivations, 
les (m„ pi) doivent rester essentiellement Constants. 
En se servant du lemme (4), et en substituant,' après les ' 
différentiations , aux (m,-, n,, p { ), les valeurs prises dans le 
tableau (3), les relations (5) conduisent aux valeurs 

/ Au> Au dp dD •d.p dw dp 

l dx 1 dp dx dp dy dp dz * .• 

'.çl\ J dd .du dp, do dp, dw dp, . 

* j dy 1 dp, dx dp, dy dp, dz . 

, dw 1 ' ___• dp dp, dvdp, dw d pi , ' : 

dz' dp, dx dp, dy dp, dz * 

qu’il faut exprimer maintenant en fonction des R, et de 
leurs dérivées en p,. •' \ 

Le tableau (3) donne . 



dp d. j R dp "R, dp, 



(7) 



dx d p 

A ± j 

dy d p | 

dp-' d. j R dp 

dz ÏÏp t h dz 



_ b tl P 

~ T TF) 



R, dp, 

i, dy 

R. dp, 

/l, dz 



R, d p , 

h, dx 5 
R, dp, 

X dy' 

Rj dp, , 

A, dz 
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De ces valeurs, on doit prendre les dérivées en p, et en faire 
la somme, après les avoir respectivement multipliées par 

(<Zr’ Tty' Th')’ 3 ^ n d'obtenir ^,(6)., D*®* le cours de cplte 

opération, qu’indiquent les facteurs symboliques en regard 
des (7), 011 fait usage du théorème (9) § VIII, des rela- 
tions ( 4 ) § VI, et des valeurs ' > . 



d^ 

dp dx. 

dx do 



dh 

h T ’ 

dp 

h] dh 
h dp, 
h\ dh 
h dp. 



si , rzz o, 



= < — 17x7' s » -,*=•* î 



s » -1 = 2, 



déduites des formulés du § XI ; ce qui donne pour résultat 



. ,R 

dx' dp 



dh 4, dh h, dh 
R df R ' A dp, Rî A. dp,' . 



Et, par la réduction des deux premiers termes, puis par 
l’introduction des - dr, et des rayons de eourbure, on a la 
première des doubles-valeurs qui suivent 



( 8 ) 



d JL 

dx 

dd 

dy' 

dtd 

~dd 



-A f/R 


R k ' 




* 1 ^ 


- R, Â 


rfp, 


ê . 

, <IR, 


„ A, 


dh, 


= A, — ^ - 
dp,. 


- r ;â: 


dp. 


, dR,. 


_ A 


dh. 


= A,— — 

dp 7 • 


~ R P 


dp 



h, dh d R 



R, 

■ r , 



Ri 

> 

r? 



R A = R . 

A, dp ds, r' t r' 

A, dh, _ dR, ft R , 

.t,dç,~ *T~ 7 ~ ~ 7 t \ 



les deux autres résultant d'opérations semblables. ,* 

La dilatation cubique, 9 (2), qui est la somme de ces va- 



leurs (8), peut se. inettré sous la double forme 



°='‘ hX \r7r + 

</R r/R, r/R ; 



, R| , K: 

M 

dp, dpx 



les i- désignant les courbures sphériques des surfaces jo,. 

Par la substitution des Valeurs (8) et (9), les composantes 
normales A, (2), se trouveront exprimées à l’aide desfonc- 
tions-de-point R, et de leurs dérivées en p,. 

Eti se servant du lcipme ( 4 )? observait la constance, des 
ijn\, /i,, p,) dans les diflerentiatijons, 'et prenant, Jt la fin, 
leurs valeurs au tableau ( 3 ), 011 déduit des relations ( 5 )’ 

l’expression suivante , 

. - ' 1 , > ’ • . * 1 *. 

1 " . ■ , ■ / " h, ! du .dp du dp 1 dvd .df\ 

du’ dv 1 h \dp, jtfx dp, -dy dp, dz t 

dy + d:r’ ■ j f t ~f du dp, dv dp, du’ dp, \ 



' j dy ■ d:d j h J du dp, dv dp, dxv dp, V 

• k l A L .\</p dx dp dy dp dz J . 

pour la somme de deux dérivées réciproques’, qui, multi- 
pliée pat; la constante p, doit donner e., (2). On transforme 
chacunedes pareil thèses- (10),, en opérant sur les Valeurs (7) 
comme on l’a fait pour obtenir la premièrè- (8) ; «jn fait 
encore, usage 'du théorème (9) § Mil , des relations ( 4 ) 

§ VI, et des formules du § XI ; on obtient pour résultat 

- . d R h, tth </R, -, h dit, ’ 

V- h,- y-H-y — +’f- -j- A..*- • 

, dp, h dp, du II, 'dp 

-Et, par le groupement deux à deux dés quatre termes, puis 
par l'introduction des ris, et des rayons, de courbure, ou a la 
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troisième des doubles-valeurs •* 




_h 1 


É/Rt/i, //, dR./i, 


_d R, 


■d R, 


a, R . 


h, 


-f- 

dp, h, dp, 


ds. 


ds t 


r .- r , 


A 


f/R, A, h, d R h 


f/R, 


rfR 


R, .R ’ 


~T, 


dp h dp ; 


ds 


_l " ds,’ 


r . ' 


A, 


dKh h dK,h, 


_ f/R 


, ^Ri 


R- R, • 

-.1 ,, i •. 


h 

! 


dp, h, dp 


ds. 


ds 


^ r, +>r! ? 



les deux autres résultant d’opérations . semblables. Par la 
substitution de ces valeurs (n), les composantes tangen- 
tielles, ©,• (a), se trouveront exprimées à l’aide, des fonc- 
tions^de-poiut R, et de leurs dérivées en- p,.. 




; § clii. 



fEURS DOUBLÉS EXPRESSIONS. 




En résumé* qüandil s’agit d’un milieu solide, homogène 
et d’élasticité constante, les composantes (A,, ©,) des forces 
. élastiques qui s’exercent, en un point M, sur les plans tan- 
gents aux surfaces orthogonales p„ peuvent s’exprimer de 
deux manières différentes, à l’aide des deux constantes 
et des projections, sur les normales aux surfaces, du, 
déplacement très-petit de M. 

Les premières expressions sont analytiques. Elles etit- 
ploient les dérivées en p, des R,, çt celles des paramètres 
différentiels A,-. Elles peuvent seples servir à former les 
équations à la surface, lorsqu’on se propose d’intégrer les 
équations de l’élasticité pour un corps solide de forme don- 
née, connaissant les efforts qui le sollicitent extérieure- 
ment, Comme' on le verra par L’exemple complètement 
traité dans les prochaines 'leçons. Ces expressions peuvent se 
mettre sous les: formes suivante;, qui sont symétriques, et 
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faciles à retenir 



l.ECONS 



A — .XB.-F2.ff r- 



‘ A,== Xé -P 2 p - 



p^a, 

A,-r8 + 2^ 



r rfRA b. 1 


i dh 


L dp .<■ a 


U» 


rdR.Aj , 1 


(dh, 


L dp, A, 


\dp 



R A-+- — — R, A, 

« pi 



dit. 

do. 



R h +■ ‘tï, R 1 * + ^ Rj ] ’ ' 

I /dit, dh, n dh, • , \T| 
y ( —y R A -P j — R|A, -P -j — RjAjVJ, 
n- 2 \fip dp, a fi J J 



dK/t 






dp 

RA 



jrfR, A, dR, A, 



rfp, 

1 /da , dtis _ , </a _ , \ 

- -r- f -y- R A - 4 - — — R, A, -f- — — Rj.Aj ) > 

ÇJ \«p api do, j , . 



dpi 



c y est le produit Â/i, A s , et la forme iûlercalaire donnée à 0 
reproduit facilement là première (9). , 

Les. secondes expressions août géométriques. Elles em- 
ploient les variations des R,- suivant les arcs fis,, et les six 
courbures des surfaces conjuguées, comme. les équafions 
'générales (i 5 ) et (16) des §§ CXLVII et CXLVIH. Elles * 
peuvent seules servir à énoncer, d'une manière simple, les 
lois générales et particulières du phénomène de l'élasticité * 
ce qui permettra d’introduire, dans les applications, touté 
la lucidité analytique, entrevue et définie au commence- 
ment de la leçon précédente, et vers laquelle les diverses 
branches de la physique mathématique semblent converger . 
aujourd’hui. O11 obtient ces nouvelles impressions avec lés* 



> j 



> ' 
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secondes .valeurs (8),- (9) et (11); ce qui donne le nouveau 
groupe . . ' 

„ • fdBr R, RA 

/rfR, R, R V ’ 

A *= 19 + 2 f* • ; : • . 

, y 0 rfR , rfR, . rfR, R R, R, • 

(|3) \ 0 — — - -f- — h-J . r — v-r . 

■ - 1 - 'OS -, rtj, 07, ’ <7 . V, <ti • ' • . , . 



‘ l. 



. ' /WR, rfR, R, RA 

•■‘'X-tz+^+x+zf 

/ «/Ri . rfR,' R 4 R \ 

"•= A ^' + ^ r + 7 ;+ ^)’' 

V ■ /rfR rfR, R . ,R.\ 

c '=>l*; + -y + R- F 7 -)- 



) A 



Il serait facile de résumer ces valeurs par deux énoncés, 
l’un pour les composantes normales, l'autre pou r l es com- 
posantes tangentielles, en se servant des dénominations, 
introduites au § XXIX, de courbures conjuguées en arc, cl 
de courbure» réciproques. " '* * 



-, • . A § CLIII. . ' 

TRANSFORMATION 1 DES ÉQUATIONS. 

. * • ' ' . 

* • -v , , , • . t . * , ' 

En substituant les' expressions (12) des (A,, Çj) dans les 
équations générales de la .dernière leçon [ (i 3 )' ou (1 4 ), 
§ 43 XLVÏI, et ses hofnologUes ], on obtiendrait celles qui 
régissent l’élasticité constante, exprimées en. coordonnées 
curvilignes. Mais, de longues opérations seraient ensuite 
nécessaires, pour disposer les équations obtenues, soiis une 
forme telle que' l’on puisse aborder leur intégration. Il sera 
plus simple de .transformer directement en coordonnées p, 
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les équations VII de la' feuillu .C. qui expriment, les firèipés 
lois en coordonnées rectiligiies. Ces équations sont 



• • I, fdV. .d W\ s dQ / > d*u\ , . , 

i {^Wl ty ..." 

' . ; (r 4> i I* ( *r- ST ) + + ( Y - - -sfT’ * 

■f /rfü d\\ ■ rfe ./• . 

les fonciîons-de-poirit (U,' V, W) ayant pour expression 



{•»} '• ' ‘ 



• ._-de dw 

t ~ dy i/z ’ 

);V 

I fltr rfz 

I . rffr rfi 

I W = îr~S' 



.Les valeurs { 7 ), qui expriment les («, e, wf) par les R.. 

■ peuvent se mettre sous la forme ‘ 

. /. + * 

• • • * 1 «JT «j: * ' hx , * * * 

' -, j //<>.• . "</o, r/j>* 

< l6 > \ V\= a t' + ' 

w= 4 + i rf >: +c ^ <. . . 

1 dz dz - .dz 1 . , j • 

jjn posant, dans un but de simplification, 

. • ' ,• * V : ■* \ -, . ‘ 

‘ • R R, . R, • ; ' . 

:;/■ r= a >. Â 7 = f; ■' . 

d’où résulte que les coefficients .(a, b, c) sont fonction des 
coordonnées p,. . ./• . •/ -y •/* 

Ces valtrurs (r(f) donnent, pouf W (i5), 'ou pour 
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du * d i' \ „ ' ‘ ‘‘ V" *’* •••*. 

-j — r-rr Vj ) expression . . , . 

dy dx l u •_ • fl- , : 



V da dp fia- dp, da . dp,Y dp 

\dpdy dp, dy dp, 'dy J dx 



fia fi y, \ dp t 

do, <ir J dy • 

dp, dy )• tir 
db dp dp, 

\'dp dx 1 dp, dx dp,dx x Jdy\. 

Idc ‘dp de dp, de dp,\ dp, 

\ dp dy dp, dy d p, dy ) dx 

' ** ** * ' . 

de dp V de dp, de 

dp dx dp, <lx dp. 



( da dp da dp, 
dp d.v dp, dx 

I iib dp db dp, 
\3p dp, dy 

i db tl 0 ■ db dû, 

d- ■ — 



• [‘HL 

y-dû 



dp, \ dp, 
dx } dy," 



les dérivées secondes des p, disparaissant da'ns la différence 
dont il s’agit: On reconnaît aisément, à l’ inspection de’ee> 
long développement, la disparition de six des dix-huit 

termes, et la réunion des douze autres dans les trois pro- 

. ’ ■ : ' • ' ■ ; y ■ ' * 

diuts - , ' • • 



y- 






- -■ » • . • • ■ % , 

* ' > J ■' /dp, dp, K dp, dp',\ / db 

,, l \dx dy- dy ' dx J \dp, 

•\ ,0 : ; , /Vg). ‘ii U ih -M { ÊL . 

y ^ 1 \ de dy dy </.<- ) \rfp 

Idp 'da,, dp dp, Y ! da 
■' - r^"* \ ,ùc dy dy dx J \dp,' 

. y " • ‘ ■ ' .■ 

Or, parïni les” relations, qui existent entre les neuf cosi - 
- nus du tableau (1), se trouvent les trôis, suivantes 



de 
dp,, 
da N 

W- - 
db 

d? 



•1 . 

t • 



m,n % -f n,rtif,— kp, 1 , 
m,n — n,m kp,ÿ y 
in n, — rihr, 
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k étant, ou — i, ou 4-i, tel en un rabi que A* =l. Les 
correspondances des tableaux (i) et (8) donnent donc ( 



dût 

i * 


dp, 


dp, 


df t __ 


dbh 


îit. 


dx 


w 


dy 


dx 


>7Â 


dz 


dp, 

d.r. 


•h _ 

dy 


de, 

dy 


' "ri. 


h, h 

7-X 


dp, . 

n: 


d A 


dp, 


. 4 ? i?ÿ_ 


1 

N 


dp,. 


dx 


dy 


dy' 


dx 

• V * 


•Ai 


-îïz ' 

*# • 



“*• 



Ces dernières valeurs étant substituées darre' l'expres- 
sion (18). la fonclion-de- point W sera la dernièré- dçs 
trois expressions 



I v + + 

1 dx d.r. dx 

(*9) . { v = ' + + 



-V-." 



V * 



| w = + vtî, + r 

dz a z » dz 



. 

• l * - • \v . V ; , ' , , 

• vu posant, toujours dans un buj de simplification, . ‘ N 

•*4 . i •' * \ ... • * '■ , * '. * /.. . 





i db 


de. V 


- • ; v 

= -l. 


/, 

/■ .* .* 


\?p. 


~d?>) 


*■■■>.• v . 


, h, h 4 


'de 


da A 






, dp 


dp J 


=='ll!>, ' ■y’!. 

f 


k ,ih ' ( 


' da 


_db\ 


. • V_ ■ v 

r»' • 


■X\ 


. dp 1 


- dy) 


— I . . • . 

, . * 



Les deux premières (19) résulteraient dlopérations seui- 

• blablcs, faites en partant successivement de U et de V ( r3-). 

On transformer^, absolument de la même madière, les , • 

dilférences de dérivées réciproques, qui, multipliées par p, 
forment les premiers membres des équations (14), en par- 
tant dés valeurs (rÿ) au lieu des (r(i), des coelficients (20) 



• e . 
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au lieu des (17) ; ce qui donnera 

• ='T ' 
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(a,) 



/ dV 


d w 


1 dz 


dy 


] dW 


rfU 


\ ~dx ~ 


dz 


1 d U 


rfV 


dy ” 


dx 



d.r 



dx qæ 



- 4 ? =«?+*■£+«.£, 

«r «r «r 1 



= <£yL + <2,ï£! 

dz dz 



.9 ih . 

dz ’ 



les coefficients composés en (.A., ifi>, r) comme ces der- 



(a, A, c), étant 




Çg = k - — 




i£\ 


h 


w 


dp,) 


*'=*X 


(dv 


rfX\ 


\dp 


~ dp J' 


S K 

II 

e? 


IdX 


rflfiA 


Upi 


dp)‘ 



(22) 



En substituant, dans ces coefficients <?., aux (<A>, ofti, r), 
leurs valeurs (20), k*, ou l’unité, deviendra facteur com- 
mun, et le résultat sera le môme que si l’on avait supposé 
partout À" = -+- 1 . On pourra donc, dans les calculs qui vont 
suivre, prendre pour les les valeurs (22) écrites sans 
le facteur k, en définissant les (X, i(!>, r), qui les compo- 
sent, par les valeurs (20) pareillement écrites sans le fac- 
teur k. 

... § CLIV. 

ÉQUATIONS TRANSFORMÉES. • 

La première des valeurs (21), jointe à celles de X 0 et 
u ( 3 ), § CXLIV, et au développement 
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donnera, à la première ( ■ 4 ) 7 la forme 



( 23 ) 



pi + P, *■ + *£=.= 

dx dx dx 



ccs derniers coefficients P,, <[ui ne conservent aucune trace 
des coordonnées rectilignes (pas même le facteur À avec sa 
gênante ambiguïté), étant 




p ,=(X-Hap)^-p«,+ i( F r 



d 7 R 

fit 7 

d 7 R 
~dF 





Le simple changement de x en jy, ou en z , donnera la forme 
correspondante de la seconde, ou de la troisième (1 4 ) • Et, 
des trois transformées, ou même de la première (23) seule, 
on conclura, comme au § CXL\ II, que les P, doivent être 
nuis. , 

On aura donc les équations cherchées, en égalant à zéro 
les coefficients P, (24). Ce qui donne, en substituant les 
<£, ( 22 ), et multipliant par des facteurs tels que leurs pa- 
renthèses soient isolées 



d »tï> 


dr _ 


X - 4 - 2 p h dO .1 


( F 


<i’R\ 


S 


dp, 


dp, 


p h, h, dp ' h, h, 


V 


dt 7 ' J 


1 


dr 


dX 


X -+- 2 p h, dO . . 1 


(f 


d 7 R,\ 


d 


do 


dp, 


p h, h dp, ' h, A 


v- 


dt 7 J 




dX 




X-f 2 p h, dO 1 


(r, 




1 i. 


d 0, 

1 ■ 

• « 


dp 


p It/l, dp, h h, 


V * 


dt 7 ) 





les fonctions-de-point (.V, tt!<, }') se déduisant des R, par 
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les relations . 



(a6) 



d H ' 


d R ’ 


, , _ , ( . ♦ •» 


A_ 


d T, _ 


h ' .. 


dp. 


dp, 




«> 


d R 


A - : 




h, ' , 

- *11. * 


d t 


dp. 


1 ' t y • . . • 

h,h ; ■; 


d R 


d Rl 


. * » ' * ** ’ '• *•, ' * ’ 


JL 




-Ai'r ' '' 


dp, 


•'■■dp, 


hk, ’ 



do' 



rf /V 



dp. 



ou la première (g). Lorsque les F; sont les dérivées, suivant 
les normales aux surfaces p,, ou les axes z 1 ), § CL, 

d’un potentiel tel 1 que A, ^ = o, on a; d’après le 
lemme (4), '• 

. - • • - l v l rf# * '. •' 



que donnent les (ao)et les (17!. Telles sont les équations 
de l’élasticité constante, exprimées en coordonnées curvi- 
lignes, et disposées sous la forme même qui se prête le 
mieux aux intégrations. ’ ' ■ ' , * 

. . • '• - § cï.v. ' . 

* * ' . ’ . f 

: * LOI DE LA DILATATION CUBIQUE'. . ’ ’ • 

La dilatation cubique, ou la fonction 0 , a pour expression - r ,._. ‘ 

/.R .R,' .RO 

, y n n t \ h ' h< ‘ AjA • hh ' 

(27) 4=/iA,/i,.\. — j —, — r 



r 






* . [ F f = hi—ï . > ' «• / * > * 

1. . . «P» * • 

I t , V 1 • * - L ’ 

I L dff • 

P,= h, — -. 

I . dp, ■ 

: •' • '■ '• ■' , ’■ ; ... ' 

Alors, si l’on ijoUtç les équations ( 25 ), après les -avoir ; 

' ... . . •*, 5 •' . * " *9 
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différentiées, la première en p, la seconde en p, , la troi- 
sième en p,, les premiers membres donnant zéro, on pourra, 
en multipliant par \ihht h t , mettre le résultat sous la forme 

• d ' 0 

(^9). o = (X-fr 

d’après l’exprèssion générale des A s , et la valeur (27), car 
les termes en F, (28) disparaissent par A, # = b . 

§ GLVI. • 

APPLICATION DES SURFACES ISOSTATIQUES. " 

. ' ♦ ;* * . • . ’ « . . _ , * r f • 

Toutes les équations de la théorie mathématique de lelas- 
.ticité étant obtenues en coordonnées curvilignes, il importe, 
d’en faire quelques applications, soit particulières, soit gé- 
nérales, pour donner une idée de leur utilité.- Les équa- 
tions {16), § CXLIX, qui expriment la loi d’un système iso- 
statique, résolvent facilement plusieurs questions posées 
par les praticiens, et donnent des formules suffisamment 
approchées, réductibles en nombres, qui sont, à la fois, 
plus exactes et plus simples que les formules empiriques 
dont on se sert habituellement. Citons quelques exemples. 

. ; § CLVTL \ • 

. RÉSISTANCE D UNE PAROI SPHÉRIQUE. 

Problème 1 . Une enveloppe sphérique, en métal, doit 
être soumise intérieurement à la pression P, d’un gaz com- 
primé, ou d'une vapeur à haute tension, tandis que la paroi 
extérieure supportera la pression atmosphérique jt>, quelle 
épaisseur e convient-il de donner à l’enveloppe pour quelle 
n’éprouve aucune altération permanente? — Dans ces cir- 
constances les sphères .concentriques sont isostatiques; pre- 
nons-les pour les, surfaces p du système général, et rappro- 
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chons ici la première équation (t6),i§ CXLIX 



(3o) 



d A A A, A. “jr A j 

ds^ 7' *T- r” 



Eu un poinl M de Ja paroi intérieure de rayon R, oii 

,/ a 

petit substituer à la variation — le rapport des différences 

4m A A * •" " 

finies — — > car e est toujours très-petit relativement à R; 

on 'a, alors;' 

. A = — P 



À + AA = — ]j 



AA = p -*> 



et les deux autres forces élastiques principales (A,, A s ) 
sont égales à une même traction T. Avec ces valeurs, l’é- 
■qualion (3o) devient ■ 



P — p T 4- P 

— = 2 — - 1 

e R 



et donne, pour calculer l'épaisseur de l’enveloppe sphéri-' 
que, la formule , 

• e _ y P — p . 

• R 2 T+P’ 



(3i) 



en prenant T égal à la traction-limite , qui ne saurait être 
dépassée" sans faire craindre l’altération du métal employé. 
Les nombres (P, p, T) doivent être rapportés à la même 

unité de surface, au centimètre carré ou au millimètre 

*. 

carré. 

Problème II. L’enveloppe sphérique sera soumise, exté- 
rieurement à la haute pression P, intérieurement à celle p 
de l’atmosphère, quelle doit être l'épaisseur e! dans cette 
nouvelle circonstance? — La solution s’obtient comme celle 
dp problème précédent; le rayon R' est celui de la paroi 
extérieure sur laquelle on prend le point M; la variation 



ag4 leçons •> • . 'i 

de A a la même valeur, mais avec un signe contraire ; les 
forces élastiques (A,, A*) sont actuellement égales à une 
même pression — C; l’équatiou (3o) devient 






et donne, pour-calculer l’épaisseur e', la formule 



(3a) 



e 

R' 



i P — p 
a C~P’ 



en prenant C égal à la compression-limite qui ne saurait • 
être dépassée sans altérer le métal employé ; (C, P, p) doi- 
vent être rapportés à la même unité de surface. 

. . .. ■ . § ÇLVfli. 

t . RESISTANCE D’UNE PAROI CYLINDRIQUE. ' 

Problème IIP Une enveloppe métallique, dont les pa- 
rois indéfinies sont deux cylindres à bases circulaires con- 
centriques, supportera extérieurement la pression atmo- 
sphérique p , et sera soumise intérieurement à une haute 
pression P, quelle épaisseur e faut-il donner' à l’enveloppe '• 
pour que la limite de l’élasticité ne soit nulle part çlépassée ? 

— Dans ces circonstances les cylindres concentriques sont 
isostatiques; si on les prend pour les’ surfaces p du système 
général, l’équation (3o) étant rapportée à un point M de 
la paroi intérieure de rayon R, la variation de A sera la 
même qu’au problème I -, 1 ’arc s, étant le cercle de rayon R, 

•l’arc j, la génératrice do cylindre, on a ■ 

* ... * ' , . ■ < 
r* ' r * i* • . ' * 

v: - p*-~r '7~ 0i \ \ ; 

» « . *■ . • • — 

Ai evÀ, sont ‘deux tractionâ-dîfférentes, et si l’on désigne 
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ha première par T, l’équation (3o) devient 

V—p T-t-P 

e ~ R ’ ‘ 

et .donne, pour calculer l’épaisseur e de l’enveloppe' cylin- 
drique, la formule * . . 



eq prenant T égal à la traction-limite. .On voit que cette 
épaisseur doit être double de celle (3 1 ) de l’enveloppe sphé- 
rique de même rayon, et soumise aux mêmes pressions. 

Problème // . L’enveloppe cylindrique sera soumise, 
extérieurement à la haute pression F, intérieurement à celle 
p de l’atmosphère, quelle doit être l’épaisseur e' dans celle 
nouvelle circonstance?— En modifiant la solution précé- 
dente, comme on a modifié la solution du premier problème 
pour obtenir celle du second, on arrive à la formule . 

et l’épaisseur e', pour le cylindre, est encore double de 
l’épaisseur correspondante (32), pour la sphère. 

•' eux; 

RÉSISTANCE D’UNB PAROI PLANE. 

\ • 

Problème V. On se propose de fermer l’enveloppe cy-' • . 
lindrique, par des fonds-plats de même métal, quelle épais- 
seur E faut-il donner à ces parois planes? — Celte question 
est encore loin de po'uvoir être abordée par la théorie ma- 
thématique de l’élasticité, mais en faisant usage d’un pro- . 
cédé approximatif très-simple, on arrive à Un résultat’, qui 
doit peu s'éloigne!* de .la solution rigoureuse. • 
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La formule (3t) du problème I, relatif à la sphère, peut 
être envisagée sous un second point de vue. Si on la résout 
par rapport à T, elle donne la traction, éprouvée par toute 
ligne tracée sur la paroi intérieure de l’enveloppe sphéri- 
que, quand son épaisseur est e. En un mot, dans le premier 
cas, celui du problème I, on se donne T pour en 'conclure e, 
tandis que, dans le cas actuel, on se donne e pour en con- 
clure T. 

Cela posé, considérons une paroi plane, d’épaisseur E, 
qui ferme le cylindre de rayon intérieur R, soumis inté- 
rieurement à la pression P, extérieurement à celle p-, et 
soient AA' = 2 R le diamètre de ce cylindre, O le centre de 
sa base, OB = E l’épaisseur du fond-plat. Soit pris surBO 
un point C, et désignons BC par e. Par le cercle de dia- 
mètre AA', et par le point C faisons passer une sphère, 
puis par le point B une seconde sphère concentrique à la 
première. 

Si l’enveloppe partielle limitée par ces deux sphères, 
formait seule le fond du cylindre, la traction à sa paroi in-' 
térieure serait donnée par la formule 



(35) 



A P —p 
T T-t-P* 



dans laquelle A exprimerait le rayon de la sphère inté- 
rieure. Or si l’on achève le grand cercle dont l’arc ACA' 

fait partie, on aura AO = CO ( 2 A — CO), et CO peut 
être négligé devant 2 A, ce qui donne 

, r’ = (e — ej.aA, d’où a = 2 ( pf i rrj ’■ 



substituant cette valeur de A dans (35), il vient 




•/;(*—)« f= 



R' P — > 

fT+P 
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Cette équation (36) donnera la traction T à la paroiin- 
térieure de l’enveloppe sphérique, d’épaisseur e, découpée 
dans le fond plat d'épaisseur constante E. Cette traction 
varie avec e; elle est évidemment infinie aux deux limites 
e = o, e = E 5 donc'il doit exister une valeur finie de cette 
variable, pour laquelle T sera un minimum. Or cette valeur 
correspond, inversement, au maximum du produit (E — e) e, 
de deux facteurs dont la somme est la constante E ; cette 
Ë » * 

valeur est donc £ = - > et la substitution dans (36) donne 




équation d'où l'on pourra déduire la traction T correspon-. 
dan te à cette épaisseur-. • ■ .• 

Maintenant si l'on prend T égal à la traction-limite , l’é- 
quation ( 37 ) donnera l’épaisseur E que devra avoir le fond- 
plat, pour que la limite d’élasticité ne soit pas dépassée 
dans l’enveloppe sphérique d’épaisseur moitié que l’on y 
découperait, ni très-probablement dans ce fond-plat lui- 
même, auquel on laissera toute sa matière. L’équation (3 7 ) 
permet de comparer E à l’épaisseur e (33) de la paroi cy- 
lindrique. Si le cylindre proposé était dans les circonstances 
du problème IV, on trouverait, dè la même manière, pour 
P épaisseur E' de la paroi plane, comparée à celle e 7 (34) 
de la paroi cylindrique, 



(38) 




V c-p 





.. Exemple. Le cylindre a un mètre de diamètre ou o m ,5 
.* de rayon (R ou R') ; 011 a trouvé que son épaisseur (e ou e') 




JC/8 ; j '. LÈço»S , . • 

«luit être de un centimètre , ou o'“,oi ; on conclura de la 
relation ( 37 ) ou (38) que, si l'on veut fermer ce cylindre. 
; par un fond-plat, il faudra donner à ce fond sept centi- 
mètres d’épaisseur. Ce qui montre bien tout le désavantage 
4 es parois planes. . , * ... . 
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, DIX-SEPTIÈME LEÇON. 

* 

* » * ** » • 

ENVELOPPE SPHÉRIQUE. — MÉTHODE 
D’INTEGRATION. 

Problème général de l’équilibre d’élasticité des enveloppes sphériques. — 
. Equations de l’élasticité constante en coordonnées sphériques. — Méthode 
d’intégration pac groupes successifs • , 4 



■' § CLX. 

, * * i. -<» 

. ÉQUILIBRE DES ENVELOPPES SPHÉRIQUES. 

« * \ ? ' * v ' » 

; Le seul exemple que 1 on puisse donner aujourd’hui, de 
la marche à suivre,, lorsqu’on se propose d’intégrer complè- 
tement les équations (a5),§ CLIV, pour un corps de dorme 
définie, est celui qui concerne l’équilibre intérieur d’une 
enveloppe sphérique , homogène et d’élasticité constante, 
dont les parois sont soumises à des pressions ou â des trac- 
tions connues, différant d’un point à l’autre de ces parois, 
Tel est Je problème qu’il s’agit dc,résoùdre. Il faut d’abord 
traduire en coordonnées sphériques, toutes les équations 
qui se rapportent à l’équilibre d’élasticité; opération que 
les formules transformées de la leçon précédente, rendent 
très-facile. . 

Le rayon des sphères concentriques étant r, la latitude y, 
la longitude (J>, jf&sbns ici 

(0 • • > ■ p = r, p, /»*= tft, ' .. 

et désignons, pour simplifier, cos y et? sin ÿ par les lettres 
c et a. .Lçs valeurs actuelles, des, arcs ds,, des paramètres 
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différentiels A„ et des six^courbures, sèront • 

ris = dr, fis, = rtlf, t/s, = rct/-\i, 



(?) 



h ;= i , h'c = — » /i, = — î 

r rc 



_/ — '/ — "T ’ __ ’ 

r r r r , rc 



r 7 



Employons maintenant les lettres (U, V, W ) po.ur repré- 
senter les projections du déplacement très-petit de M, sur 
le rayon, sur la tangente au méridien et sur la perpendicu- 
laire à son plan ; ou bien posons 



(3) 



R = U, R,=V, R, = W. 



» . » * ^ 



Enfin désignons par (I\ 0 , d> 0 , Ÿ 0 ) les composantes, suivant 
les mêmes directions, de la résultante des forces extérieures, 
rapportées à l’unité de masse ; c’est-à-dire posons encore 

(4) F = R„ F, = <!>„, F, = 'F,, • ' 

Par la substitution de ces diverses valeurs, les expressions . 
4 1 3 ) , §CLII, des composantes (A,, E,) deviennent 

r: „ (dv\ ■ •' ‘ 

A = A6 + 2fi (_j, ^ 

/ d\ 'U\ . 

di'+’r): 

( d\ U a V \ ■ 

A, ( — -tt H h - — • 

* \rcat); r c r J 









^ * 0 


9 = V- 


t/i|( 


rdtf 


c 




K. — 




rfU 


w 








rcrfiji 


r 




- *•*•. •**' * 

C,=, (X 

* 

' 

[■ •# • fr c / 1 

• * ' " 

i *' « 


fis , 


rfV 


M 




Wf 

» - 


th 


r) 
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et celles (9), § CLI, de la dilatation cubique 0 , peuvent 
s’écrire ainsi : ' 

" ' ’ * - 1 

1 / dr'c U dcr\ dr W \ 
r'c \ dr dq dif J 

dU U : I rfV a V I rfW 

dr r r dif c r rc d\ \ 




Puisqu’il s’agit d’une question d’équilibre, les dérivées 
par rapport au temps n’existent pas. Alors l’équation (29), 
§-CLV, qui régit la fonction 0 , est simplement A 4 0 = o, et 
si, pour simplifier les équations suivantes, on pose 



il) 



X +- 



3, 



on aura pareillement A, -f = o, ou bien , par l’expression- 
générale des A,, § XIV, écrite avec les h t (2), et aprèa la 
suppression d’un facteur commun, 



( 8 ) 



rf.f d§ 

d r 1 — dc-^ 

dr 1 dy 



d'§ 



dr 



C d o c’ dif 



J = °* 



•ou encore, en prenant, avec Laplace, sin 9. ou a. pour para- 
mètre des cônes de latitude, c’est-à-dire remplaçant ^ par 

«¥ ' 

C T*' et c ’ par 

, ,rf# .. ,,d$ d'$ ’• * 

dr’- d(,-«’)- — 

^ ^dT"*- — 71 . — + r=^ = °- 



Enfin, de tout ce qui précède, il résulte que les équa- 
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lions (a5), du § CLIV-, deviennent 



-.fi ; , 



(*?) 



rfl)i> tir • . _ S 

— — =r*c — -h r'c R,-, 

a y a y dr p 

f/r rfili, di 3 

dX i dfr 6 

—j -j- = - -tt - 1- rip, — î 

dy dr c dy f* 



el que les fonctions-dc-point (,U, il!>, r) doivent se déduire 
des (U, V, W), par les relations 



(»«) 



dr\ 


drcWi 




d. j, 


dy 


ê . 


dre Vf 


di j 


cvti,. 


dr . 


d $ 


dU 


dr\ 


i Vi 




dr 


c 






V • <V ■ .. • 
r , f ’• . 



§ CLXI. - 

ÉQÜÀTIONS a la surface. . 

Abordons maintenant la question posée, en commençant 
par établir les équations dites à la surface. Imaginons un 
milieu solide indéfini, en équilibre d’élasticité, et dans le- 
quel sont tracées deux sphères concentriques ayant les 
mêmes rayons, r, et r 0 , que lès parois, extérieure et inté- 
rieure, de l'enveloppe dont il s’agit. Ce milieu comprendra 
trois parties : la première, D, intérieure à la sphère de 
rayon r 0 , la seconde, E, comprise entre les deux sphères, 
la troisième, G, extérieure à la sphère de rayon r,. Si, d’a- 
bord, on veut supprimer, la partie G sans troubler l'état 
d’équilibre des deux autres parties, il faudra appliquer, 
sur chaque élément plan de la sphère de raybn / des 






rf ■ 

ü, ■*.' 



• Digne id.by_ 
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efforts qui remplacent les composantes (A, G,, £,), des 
forces élastiques que G, extérieur, exerce surE, intérieur. 
Si, ensuite, on veut supprimer la partie D sans troubler- 
l’état d’équilibre de la partie E, il faudra appliquer, sur 
chaque élément-plan de la sphère de rayon r 0 , des efforts 
qui remplacent les composantes (—A,- — — G,) 0 des 
forces élastiques que D, intérieur, exerce sur E, extérieur. 
Cela fait, la partie E restante sera absolument dans le même 
état d’équilibre d’élasticité que l’enveloppe sphérique pro- ' 
posée, si les (A, G,, G,), sont précisément égales aux com- 
posantes correspondantes (X,, 3R.,, G,) des eflorts appli-' 
(jués sur la paroi extérieure, et n lés (-^-A, — G», V-G,) 0 
^ont précisément égales aux composantes correspondantes 
( — X> 0 , — 3H 0 , — E 0 ) des efforts appliqués sur la paroi * 
intérieure. 

On a deviné, sans qu’il fût nécessaire de le dire d’avance, • 
que les (A, G s , G,) étant les composantes ( 2 ) des forces 
élastiques exercées sur tout élément-plan perpendiculaire 
au rayon, les indices 1 , 0 , donnés xiux parenthèses qui les 
groupent, indiquent qu’elles les prennent avec r ==_ r, , 
r=r 0 ] que 3U.,, Gj) sont les fonctions connues de’ 

(q>, tj/) qui représentent respectivement les composantes des 
efforts externes, suivant le rayon, suivant la tangente au 
méridien et suivant la perpendiculaire à son plan; qu’ enfin 
(- X 0 , — 3îl 0 , — G 0 ] sont les fonctions connuesde (ij>, tp ) 
qui représentent les composantes des efforts internes, sui-. ■ 
yant les directions de même définition; toutes ces compo- 
santes étant rapportées à l’unité de surface. [ Dans les nou- 
veaux groupes (X,, 3TC., , G,), la lettre G, , ou le symbole 
des composantes tangentielfes, désignera particulièrement 
celle qui est parallèle au plan de l’équateur.] 

En résumé, les équations à la surface, qui sont au 
nombre de six , seront définitivement données par les 



LEÇONS 



■« 



3o4 

formules 



(12) 



"s ' ■ 



[‘“■‘•“'‘S], ,=*'■•• 

17, „u 4 yi 

r Lé d'il - • : 

L^V»* + dr /J M - 

' ' ' , ' 

écrites deux fois, l'une avec l’indice 1 seul, l’autre avec 

l’indice zéro. • { 

' § CLXII. 

j , * • « 

ABSTRACTION DES FORCES EXTÉRIEURES. 



Si l’on substitue dans les équations (10) les valeurs (1 1) 
et ( 6 ) des («A», ttl>, r) et 0 , on aura les trois équations aux 
différences partiellesdu second ordre, linéaires et simulta- 
nées, que doivent vérifier les trois fonctions (U, V, W ) des 
variables (r, ®, i|/). 11 faudra ensuite intégrer généralement 
Ces trois équations, et déterminer les arbitraires introduites, 
de telle sorte que les fonctions obtenues vérifient les six 
équations (12), quand on y substituera /•,, r 0 ,k la variable r. 
Tel est effectivement le problème d’analyse qu’il faut ré- 
soudre. 

Les intégrales générales des (U, V, W) doivent com- 
prendre deux groupes de parties distincts, l’un que nous 
désignerons par (U 0 , \ 0 , ^ 0), destiné à faire disparaître, 
lors de la vérification, les termes en (R 0 , < 1 > 0 , Ÿo) dans les 
trois équations aux différences partielles, l’autre, que l'on 
peut appeler le complément intégral, et qui vérifiera ces 
mêmes équations, abstraction faite de leurs lennes connus. 




I 
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Nous supposerons d’abord que les termes en (R,/, d> 0 . Ÿ 0 ) 
n'existent pas; comme s’il s'agissait d’étudier les eflets uni- 
quement dus aux eflorts # appliqùé8 sur les deux parois. I,es 
(U, V, W) né se composeront plus, alors, que du second 
groupe, ou du complément intégral. Et, quand la qnestion 
posée sera ainsi résolue, uous indiquerons la modification 
que devra subir la solution trouvée, lorsqu’on introduira 
certaines valeurs, les plus ordinaires, des’ composantes 
(R„* 4 >„, Ÿ 0 ), et le groupe correspondant (fJ 0 . V 0 , W 0 ). 

• V S CLX 111 . ; • - 

INTÉGRATION PAR GROUPES SUCCESSIFS. 

t- .’ . / 

.•Pour obtenir les intégrales générales ( 13 , \ , W) corres-, 
pondantes au cas où les (R 0 , *4*0 ■» T 0 ) n’exislent pas, il n’est 
pas indispensable d’effectuer complètement la substitution 
indiquée, ou de former, dès l’abord, les trois équations aux 
différences partielles qu'il s’agit. d’intégrer. On peut, en 
quelque sorte, décomposer l’intégration totale en trois par- 
ties, ou plutôt en trois phases : i° intégrer la fonction 
oq 9 (7), qui est régie par l’équation (8) ou .(9) ^2° substi- 
tuer ensuite cette première intégrale dans les équations. (10), 
et intégrer les fonctions fJ», Dï>, r) ; 3 ° enfin substituer ces 
secondes intégrales dans les relations (11), et intégrer dé- 
finitivement les fonctions (U, V, W ). Telle est la marche 
que nous allons suivre. . . 

. , § clxiv. . . • 

FORMATION DES TROIS GROUPES. 

. - t ' 

Des trois groupes qu’il s’agit d’intégrer successivement, 
le premier (8) ou (9) Se réduit à une seule équation. Le se- . 
cond (10) doit être complété: car, les termes en (R 0 , & 0, T 0 ) 
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n'existant pas, si Ton ajoute lés-lrois équations ( 10 ) après 
'les avoir diflérenliées, la première en r, la seconde en <p, 
la troisième en t p, on aura zéro pour premier membre, et 
le secoucTniembre séra pareillement nul, puisque la fonc- 
tion- .supposée connue, vérifie l'équation’ (8) ; ce qui 
donne ttnc identité : le groupe ( 10 ) ne comprend donc que 
deux équations qui soient distinctes, et serait conséquem- . 
ment insuffisant, pour déterminer, à lui seul, les trois 
fonctions (X, tfî>, T)-. . 

Mais, si Ton fait subir au groupe ^n) la même somma - 
tion', après les . munies différentiations, ôn aura encore zéro 
pour premier membre, et le second membre devra être 
pareillement nul ; ce qui exige que les fonctions (■el./ifb,- T) 
vérifient la dernière des quatre équations 



d îtl, 


dr dm ■ 






rfi|» 




• ‘ * j 


dr 


d.\. dê 






dr 


<l\ ]> do' 




- 


rf-t 


' d\k i d§ 






(l'y 


dr c d\ 


f 





(-3) 



dr- «T i nfcilb ’i dl' 

■ dr ,c dy c* dty ’ 

outre les trois premières, 'qui ne sont autres que les (to) 
sans les.(R 0 , d> 0 , 

Le troisième groupe (ti) a pareillement besoin d’être 
complété : car, en opérant de nouveau, sur lui, la dernière 
sommation indiquée, on -aura une identité, puisque les 
fouetions (X, -Uti, r),. maintenant supposées connues, véri-- . 
lient la-dernièpe (t3); ce groupe ( 11 ) ne comprend, donc- 
que deux équations qui soient distinctes, et serait consé- 
quemment insuffisant pour déterminer, à lui seul, les trois 
fonctions (U, \ , W). Mais la fonction 9 (y) étant mainte-' 
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naut supposée connue, par -f, la première (6) donnera 



■ 04 ) 



tir 1 U i dcrX i drirXV 

-+- - — : h — — r^— = r* 



dr 



c do f 1 d-ty 



pour une quatrième équation que les (U, V, W) devront 

vérifier. 

» 

. : § clxv . 

FONCTION DU PREMIER GROUPE, 

Ainsi les trois groupes, à traiter successivement, sont : 
i° l’équation (8) ou (9}; a° les quatre équations (t3); 

3 ° les équatioqs (li) et (i/j). Occupons-nous du premier. • 
L’équation aux différences partielles (9), et ses diverses 
intégrales sont trop connues,' pour qu’il sort nécessaire 
d’entrer ici dans de longs développements ; il suffira de défi- 
nir, succinctement, les éléments qui doivent composer la 
fonction -T, et de préciser la forme qu’il convient de donner 
à son intégrale générale, dans la question actuelle. 

La fonction i doit se composer d’une somme indéfinie ' 
•de termes simples, qui vérifient séparément l’équation (9) ; 
chaque terme simple est le produit RQP de trois facteurs, * 
qui ne varient chacun qu’avec l’une des coordonnées, sa- 
voir : R avec r, Q avec <p, P' avec y ou a ; ce produit, sub- 
stitué à ^dans l’équation (9), donne 



(. 5 ) 



•i 

ÏT 



dr 



dR 

dr 



d(t- 



dP 

'Ja 



dr 



du 



rf’Q 
1 dtp 

Q I —a» = ° ; - 



et la vérification nécessaire de cette équation exige 1 r° (jue 
le facteur R satisfasse à l’équation différentielle 



(J6) 



, rfR 
dr 1 — ' 
- dr 



dr 



n[n -H 1 ] R == o. 



. \ ‘ * c • 
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où n est un nombre entier quelconque-, • et qui admet les ■ 
deux intégrales particulières 






v C 1 7 ) 



■2° i[‘ue le facteur Q satisfasse à l’équation différentielle . , 



(. 8 ) 



W’Q 



tlif 






où l est un nombre entier, et qui admet les deux, inté- 
grales particulières 



(< 9 ) 



==• COS/l}(, 



= sin l-fy ; • 

3°' que le. facteur P vérifie l’équation d i Iliér en ii 
' -rfP 

-• /s , 

( 20) ->5r~ +["(« + >)--—, J p=». 

. déduite de (i 5 ) à l’aide des (16) et (18); / et n étant les 
deux nombres entiers, introduits dans le terme Simple par 
les facteurs R cl Q. 

Cette équation différentielle (20) est vérifiée par l’inté- 
grale parlieulière 



. / 1 " — /) {n — I — i) . 

— ( k. L£ a H 1—1 , 

2 [ 7. n — r ) 



[\ a " 

(2 . ) P— _ (’ 

I 2-4 (2«r— — 3) * 



seule admissible dans la question actuelle* qui- exige en 
outre que l’entier l ne surpasse pas l’entier ?/' : car,’ là fonc- 
tion rf ne doit pas contenir de termes à puissances néga- 
tives do' st, lesquels la rendraient infinie pour oc =£=o,' ou sur 
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le pl^n de l’équateur qui comprend des points appartenant 
n l’enveloppe sphérique. proposée ; n et l étant entiers, et 
n — l positif, la série, qui forme la parenthèse (ai), se ter- 
mine au terme en a‘, ou en a 0 ; suivant que n — l est im- 
pair ou pair. 

Les deux intégrales particulières (17) de R sont admis- 
sibles : car l’enveloppe sphérique ne s’étendant, ni jusqu’au 
centre, ni jusqu'à l’infini, les valeurs l’infini et zéro de r 
11’apparliennent à aucun de ses points. Les deux intégrales 
particulières (19) de Q, qui ne deviennent infinies pour 
aucune valeur réelle de <j/, sont pareillement admissibles. 
Avec les éléments ainsi définis, lintégrale générale, de 

potre fonelion-de-point -f, peut se mettre sous la forme 

». . • ■ ; . 

(™) S p; 

où £ et £ représentent , pour simplifier, les deux facteurs 
en ÿ 

t ? = A ços/^ C sin , 

I Ç = B cos IS/ -t- Dsin AJ». 

Chaque terme est particularisé par la fonction P (ai), ou 
par le couple de valeurs des entiers / et n\ (A, R, C, Df 
sont des constantes arbitraires, différant d’un terme à nu 
autre. Il doit y avoir autant de termes que de couples (/, .«) 

admissibles. Le signe ^ accuse donc iinè double série, il 

remplace l’une ou l’autre des deux indications 



(a 3 ) 



(• 4 ) 



•■S 



« =00 


/ = « 


* 






* . - 


= r 


V 








: - -, 


n = 0 


/ =0’ 




,*• ■■ 






/ = » 


#1-^30 








’ 


- 2 

l —O 


V 




< ’• 




* 
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.qui correspondent à ‘<leux modes de grouppement -diffé- 
rents. ' 

- $ CLXVI. 

FORMES DE LA SÉRIE INTÉGRALE. 

Dans le premier inode, on réunit tous les termes de 
$ (22) dans lesquels n a la même valeur, pour en former un 
groupe partiel; la série totale eomprend autant de groupes 
distiiiets qu’il existe de valeurs de n depuis zéro jusqu’à 
l’infini, et chaque groupe partiel autant de termes que de 
valeurs de l depuis zéro jusqu’à », c’est-à-dire »-f- 1 termes 
•renfermant 4 « -F- 2 constantes arbitraires. 

Dans le second mode, on réunit tous les ternies de -? ( 22 ) 

» ' •. ' 

dans lesquels / a la même valeur, pour en former un groupe 
partiel ; la série totale comprend autant de groupes distincts 
(ju’il existe de valeurs de l depuis zéro jusqu’à l’infini, et ; ■ 
chaque groupe partiel autant de termes que de valeurs de fi -, 
depuis / jusqu’à l’infini, c’est-à-dire une infinité de termes 
et de constantes arbitraires-- • - 

Le premier mode de groupement rappelle les fonctions 
Y„ de Laplace, et est exclusivement employé dans la Méca- 
nique céleste. En physique mathématique, et notamment > 
dans la question qui nous occupe, il faut essentiellement 
adopter le second mode, quand il s’agit de déterminer iso- 
lément les constantes arbitraires. Il y a indifférence lorsque 
ces constantes sont connues; et que la fonction $ (22) n’a 
plus rien d’indéterminé; on choisit alors le groupement de 
ses termes qui’.convient le mieux aux conséquences qu’on 
en veut déduire, ou aux applications qu’on en veut faire. 

§ CLXVII 

INTÉGRATION DU SECOND GROUPE. 

La fonction ,f étant intégrée, passons au second groupe 
(i 3 ). Les intégrales générales des fonctions (-U, il!-, r) com- 
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prendront chacune deux parties; les premières parties, que 
l’on peut appeler essentielles, et que nous désignerons par 
(.-JW,, i)S v , T r ) étant destinées à faire disparaître, lors de la 
vérification , les seconds membres, maintenant supposés 
connus, des équations aux différences partielles linéaires 
j(i3 ); les secondes, ou le complément intégral, que -nous 
désignerons par (JL', 't&V.r'),. devant vérifier les mêmes 
• équations, lorsque tous les seconds membres sont zéro. 

Les {X 1 , 11!,', r',), devant annuler les premiers, membres 
■ des trois premières (t 3), lie seront autres que les iléiivees 
dluije même fonction 3 ' des variables (c, <f, 'j'), on pont, 
donc poser • . 



•(a5) 






Or, ces valeurs, étant substituées dans la dernierc (t3), 
reproduisent, en jP, f équation (8) ou (9) ; donc la seconde 
fonction introduite, doit être de même forme que.'' (22], 
et on peut l’écrire ainsi '. * 




£' et Ç représentant, pour simplifiée, les facteurs en t J» 

* • « * .. 

J Ç' = A' cos/iji -K(? sin , 

| Ç' = B' cos AJ, 4- D'sin /■}, - • • 

(A' B', C', D') étant de nouvelles constantes arbitraires, 
dillérant d’un terme à l’autre de la double série ( u6 ). 

Avec le complément intégral (■A , , * )., on peut ne 

prendre pour (X„ ifl v , r t ) que les valeurs strictement essen- 
tielles, et les plus simples. possible. Or, il Se trouve que Ày 
peut être nul, et que la vérification des équations (i3 ) corn- 



# 




I 



piétés est obtenue quand ou prend 






o ( _ <n ) p 

5 \ tl-\ n ■+- 1 nr* / c' 



I I r'”' Ç \ d P 

' r e = C ç '\ c >, 

\ n - |-t nr° / rf jt 

les (£, £) étant ceux de la série #(22). En efi’et, ces va- 
leurs donnent d’abord ^en se rappelant, ici et constamment. 



■ . d. d. \ 

.'i uec -^=rJ’ 



l£: = c C (' fr . + J_\ ± v = e <ll 

dr O \’ r"* 1 ) d,f 






g g V I ° T / p _ ? "g 

(fr c ^ \rf\}> r* + ' / c d-!/' 

et puisque -A. est. ici’ nul, la seconde et la troisième (i 3 ) 
sont vérifiées. - -■ 

• . * v 

Ensuite, les facteurs £ et £ satisfaisant à l’équation (18), 
et le facteur P à l’équation (20), on a identiquement ' 
dn. dit 

- da • du TP , , 1_ 

et les dérivées, en <p de tfh,, en cp de r,, pouvant alors se 
mettre sous la forme 

d +’' = , M 

dÿ . ^ \* «-t-i nr H ) c '■ 

- •a, sh — ' • I 

,df \- n + 1 , Of*) l e V ' J 
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on. a, pour leur différence 



3i3 



ri««>. .ri r, , c r , . TL di 

ri* dy | r" +, J dr 

çe qui vérifie la première (i 3 ). Enfin, la quatrième du 
même groupe, qui se réduit à 



i rir 

c 1 ri* 



de xft, 
dai 



puisque «i. est ici-nul, est évidemment vérifiée parles va- 
leurs (28) de K!>, Cl T,. , 

Eu résumé, les intégrales générales des fonctions (A, il!., r) 
du second groupe, sont - \ , 



f 2 9 ) 



1 A = A, -+- „i,', 
' Ut. = 



r. 



r'; 



les (A„ aiV, r,) ayant les valeurs (28), déduites de l'an- 
cienne fonction .f (22), et les ( ai!/, l v ) les valeurs ( 25 ), 

dérivées de la nouvelle fonction $ (26). 

' § CLXYIII. , ‘ ; 

INTÉGRATION DU TROISIÈME GROUPE. 

Les fonctions (A, tfi>, r) étant intégrées, abordons le 
troisième et dernier groupe (n)et (14), qui est 



dre W 



( 3 o) 



rir 2 U 
rir 



rirV 

d\ j* d tp 

dre W 
dr 

dV drX 

. dy dr 

1 der V 1 dre W 

. _ y 

c d 



r>cX, 



d U .* 

^ ==C1,! ” 



■ 

-u, 

c 



'f 



ri* 



= * H*.- 

A 2 fi 
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Les intégrales générales des fonctions (U, V,. \V )' se com- 
poseront chacune de trois parties; les premières parties, 
qui peuvent être désignées par (U,, W,), étant desti- 

nées à faire disparaître, lors de la vérification, les termes 
des seconds membres des équations (3o) provenant de la 
fonction primitive les secondes parties, qui peuvent être 
désignées par (U',- V, W'), étant destinées à faire dispa- 
raître les termes provenant de la seconde fonction .f';- enfin 
les troisièmes parties, ou le complément intégral, que nous 
désignerons par (L) ff , V", W"), devant vérifier les équa- 
tions (3o), lorsque tous les seconds membres sont zéro. 

Les (U", rV", rc W"), qui doivent annuler les premiers 
membres des trois premières (3o), ne seront autres que les 
dérivées d’une même fonctiou ^ ,/- des variables (/', <p, t|<). On 
peut donc poser . 



(3i) 




rV".~ 




■ rc W" 




or', ces valeurs, annulant le premier membre de la der- 
nière (3o), reproduisent, en $" , l’équation (8); donc la 
troisième fonction, doit être de même forme, que 
-f ( 22 ), que $ (e6), et l’on peut l’écrire ainsi 



(32) 






et représentant,’ pour simplifier,, les facteurs en <J< 



(33) 



?" = A" cos l-b G" sin i -b , 
(• Ç" = B" cos li/ -+- D" sin tty , 



(A", B", C", D") étant encore d’autres constantes arbitraires, 
différant d’un terme à l’autre de la double série (32). 

Les ( U', r \ ', rc W'), devant strictement vérifier les équa- 
tions (3o), lorsque les I’) des trois premières sont 

remplacés par les (A', ii!/,:f y ) 0 u par les dérivées de 5', et 
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que la quatrième a zéro pour second membre, sont absolu- 
ment dans le même cas, relativement à la fonction que 
r,) l'étaient, pour le groupe ( 1 3 ) , relativement à 
la fonction -T; on peut donc .poser 



(34) 



U' = o, 



d? 



dÇ\ 

3 U, 



r y< = O , 

\ d-Sf n -\- 1 ' nr* / c 

S I . ' 1 J,+l ?' \ rfP 

Ç' ±-)c* — 

\ n- f- 1 nr* ) ri a. 



en changeant simplement les facteurs (£, £) des ( 28 ) eti 
(£', £') ; et le groupe (3o), réduit à ne contenir d’autres 
termes que ceux provenant de ir, sera vérifié par les va- 
leurs (34), puisque le groupe (i3) complet est vérifié par 
celles ( 28 ). 

Les (U,, V M W„), qui restent à composer, doivent 
strictement vérifier le groupe (3o), réduit à ne contenir 
d’autres termes que ceux provenant de $ \ c’est-à-dire avec 
les ifc,, P,) mis aïs lieu des (X, ’itï), r) dans les trois 
premières équations,', ÿ avec le second membre conservé de 
la quatrième. On conçoit qu'en considérant un seul terme 
de ,f ( 22 ), et les transformations qu’il subit pour entrer aux 
seconds membres des (3o), on puisse assigner la forme des 
termes correspondants des (U r , rV„ rc W,) qui, différen- 
tiés comme l’indiquent les premiers membres, feront dispa- 
raître,' lors fie la vérification, les transformées de ce terme 
unique. La forme de ces termes correspondants étant recon- 
nue, leurs coefficients se déduiront facilement- du rôle 
même qu’ils doivent remplir. (Cet emploi de la méthode, si 
connue, dite des coefficients indéterminés, ne rencontrant 
ici aucune difficulté, et n’offrant rien de nouveau, on peut 
poser synthétiquement les résultat*, puis vérifier t|u ils 
atteignent le but proposé.) On arrive ainsi aux expressions 



C 
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suivantes 



(35) 



LEÇONS . 



ü ' = S(-? Çr " + '“ 7 '£) p ' 

v »= S 






■w. 



r/ «ÿ 

,*5 , J*î p 



les coefficients (y, (3, j/, (3') ayant les valeurs 

In — i)e+ 2« 



(36) 



_ (n -t- 2) <r — 2a' 

7 20(2» -H 3 ) ’ 

o ' (« + l)f + î«. 



? = 



la (an -+- 3 ) (n -t- i)'’ ^ 



ia(m — i) 
«e — 2 a 



2a (2» — 1)« 

dans lesquelles les constantes e et a représentent, pour sim- 
plifier, les sommes 

Î c = X —H u. i 

[a — e = in 

a = > -+• 2p ) 

Constatons la vérité de ees expressions. 

On a d’abord identiquement, jjaHcs dernières (35)-, 

drV, drcW, . 
dij/ d y ’ 

et, puisque d»,, qui remplace X, est nul, la première (3o) 
est vérifiée. Ensuite, les .coefficients (36) conduisent aux 
deux identités 



, {« + 2) . p _ 7 



n -H 1 



, ‘ (n— l)(T: 



d’où résulte que les (35) donnent les valeurs réduites 

/ £Y 

drr W r dij, ^ ( dÇ i*t 

d il ^ 



dr 



dU, dr\ t 



d \|l H- 



«/•"/ 



: _ " , v ' = C ( ? ' s \ 

dy dr ^ \ n +- I //r* J dot 



ï \ dP 
r 
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Sur les coordonnées curvilignes, etc. 



3i' 



lesquelles sont respectivement égalés à elfe, et à - 1%, d’après 

les ( 28 ).; ce qui vérilic la seconde et la troisième (3o) avec • 
(<b 0 r,) au lieu de (alfa, r). Enfin, les Coefficients (36) don- 
* nanties identités ... 



— (" -+- 3 ) V = | 

(n — 2)7 ' — n («4- OP' == 1 



et l’équation différentielle ( 20 ) donnant la relation 



r dP' 

de* 



on déduit des (35) la valeur réduite 

'"' u ' • ■"'V- • ’ ’ " 



c* ei-if 



dr d % 

c’est-à-dire - /‘.f; la dernière (3o) est donc vérifiée. 



§ CLXIX. 

*• * » 

INTÉGRALES DÉFINITIVES. 

Eu résumé, les intégrales générales des fonctions 
(E, V, W) sont 

•: »: > . jü^ii f +u’ + ii', ... 

.. (38>., V = V, 4- V' -t- V", 

t tv = w,4-w'+w'V 

, > * ■ • , t - 

, lçs. (U, ; V., VV„) ayant les valeurs (.3.5) déduites de la pre- 
mière fonction -f ( 22 ), les (L T/ , V, W') celles données par 
les (34) déduites de la seconde fonction .T / ( 2 G), èt les 
(ü"; V", W") celles données par les (3i) dérivées de la 
troisième fonction T" (3a)- ' \ 
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U y a lieu île penser que la métl iode d’intégration, expo- 
sée dans celte leçon, et qui, comme on le verra, conduit au 
but proposé pour les coordonnées sphériques, serait encore 
celle qu’il faudrait employer, pour tout autre système de 
coordonnées. Car, les trois groupes à traiter successive- 
ment, sont aussi nettement dessinés, dans le cas général de 
la leçon précédente, et même dans le cas de la feuille 6’, que 
dans celui ipii nous occupe. 
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DIX-HUITIÈME LEÇON. 

d 



ENVELOPPE SPHÉRIQUE. MÉTHODE . 
D’ÉLIMINATION. 

• ' • i 

Suit»* du problème de l 'équilibre d’élasticité des enveloppes sphériques. , 
Formes essentielles des intégrales générales et des équations à la surface. 
— Isolement des coefficients par deux éliminations successives. 



§ CLXX. 

, * * .* 

FORME DES INTÉGRALES GÉNÉRALES. 

I,Cs intégrales générales, établies dans la leçon précé- 
dente, contiennent trois séries quadruples de constantes 
arbitraires, introduites par les trois fonctions T W. Les va- 
leurs de lotîtes' ces constantes doivent être nécessairement 
déterminées par la seule condition, que les intégrales obte- 
nues vérifient les six équations à la surface, quand là varia- 
ble r devient successivement r, et r„. Cette détermination, 
qui fera l’objet de la léçon actuelle, montrera clairement, 
qu’il est essentiel de pouvoir disposer d’une fonction 
pour chaque couple d’équations à la surface, et que les trois 
fonctions, successivement introduites par, notre méthode' 
d’intégration, étaient les seules qui pussent résoudre 1e pro- 
blème posé. „ 

Partant des équations (38) du dernier paragraphe, rap- 
prochant les groupes partiels indiqués, réunissant les ter- 
mes qui ont la .même fonction P ou sa dérivée. «Substituant 




w 



/P 

5 

e ■ 

/P 



320 LEÇONS 

les [£0'X, £ ( > J ] , et mettant les (cos/i p, sin/t|/)en facteurs 
communs, on pourra écrire les intégrales générales des 

(U, V, W) et 0, sous la forme suivante : 

» 

U = ^ (G cos/^ -+--Ç sin /\J() P , 

V = ^ ( H cos Nf -H c *) sin tù) c 

a a 

— g.tf'co./* — H'sin/^) 

V = ^ (,9 cos l-[ — H sin /\|i ) — 

-+• (H' cos /tp + ,5' sin G|i) c , 

i 0 — ^ | - R cos 1$ -+- — <R sin /i|i) P ; 

a remplaçant la somme (X -4- 2 fi), et les coefficients étant* 
les polynômes ch r, à quatre et à deux termes, donnés par 
le tableau - • 

. I G = ^,-.- 7 A 

* j*n -+- J • * 

> > ln ■+■ i ) D"‘ " 7 ' D 

g = N C' / - - 1 G r- - V ’ 



.(*) 



' B' y fl'B f 

H = A" r n ~' — ftA r»+' h — -h "~r~ , 

■ ^*(1+1 wlt . 

5 = p*r- • - pG»-r +.^ r> -+,££>•*. 



h' - - — 



R = Ar" + 



B 



_ C’r‘ D' ' J D 

jŸ — i .R. — Cr" -I : 

° n -f- î nr"+' *•»+' 



où les constantes (y, y, (3, ji') ont les valeurs (36) du 
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§ CLXVIII. La forme des intégrales (i), si naturellement 
amenée par la méthode que nous avons suivie, conduit 
directement à la solution cherchée. * 

S'GLXXI. ‘ 

EXPRESSIONS DES FORCES ÉLASTIQUES. '• , . , 

. . ‘ t ' ‘ * 

11 s’agit d’introduire les valeurs (i) dans les équations à 
la surface. Désignons actuellement les (A, ‘Et, 6>i), qui re- ‘ ' 

présentent les composantes des forces élastiques exercées 
. sur tout élément-plan perpendiculaire au rayon, par les 
nouvelles lettres (,7C, 3TU, 6), leurs expressions (5), § GLX, 



s écriront ainsi 



■ . \ 









■ t®) ; , r • f *RU — f* \ - —, h r 

/ ; | V 



i rfU _r 
dr 



f / .. d T 

[ ._ ' ( i rfü- r 



, ■ > • , ■ v . ■ ■. 

Si l’on ÿ substitue les valeurs (i), en se rappelant toujours 

. ^ d. ■ d. . , . ~ 

que — = o -- 5 et en posant, pour simplifier, 

. . ■ ■ . : ' 

/,ju* </G. ' li* dG , i 

/ -R+ = K, -£&.■+■ 2ft -f =ac, 

1 A ■ F dr a r dr 






. . H 

1 G <] ' — ■ q r 



H' 



fi' 

d^ 



y.r- 



dr 



=u, . 



ii. 



* i*. . 

\ ■ i V. 



4 './ 
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“ . ’ ’* * % * 

ces expressions (3) se mettent définitivement sous la forme 

. t * * * . ‘ • * * '• 

i JC. = ^ (K cos Ity 4- OC sin /i|<) P, 

I JIL = ^ (L‘cos/\j< -H- 41 sin ty) c 

(5) | — (^cos/f-*- L'sin/f) ^, 

£ =r ^ (4^ cos /iji — L sin /vjf) — 

-jh ^ (L'cos/i|)-f-4^sin /^) 



IV 

C 

dp 



qui reproduit celle (i) des (ü, V, W). 

En vue des applications, et de plusieurs conséquentes 
importantes, il convient de donner ici le développement des 
coefficients- (4). D’ailleurs, quand on passe des inté- 
grales (i) aux expressions (5), il est nécessaire de savoir 
où se placent les douze constantès [A (y) , B ( è^ Cu >, . 
introduites par les termes simples des trois fonctions primi- 
tives pour déterinincr définitivement les valeurs de 

ces constantes, et assigner le rôle qui appàrlicnt à chacune 
d’elles, dans la solution générale. 

Si l’on complète les groupes ( 37 ) et (36), § CLXVII1, 
par l’introduction d’une nouvelle somme b, et de quatre 
nouvelles constantes f/' 1 , (5^], en posant 1 



X ■+• fi — c, X 4-2 (lia, 3X-t-2fi==è, 

. ’ t ' . t , 

_ (« +!)•(/?•+• 2) e — b 



'( 6 ) 



»_ «(«— i)e— b 
Ÿ ~ a(- 2 n + 3) ’ 

a «__ (n + iYe — a 
‘ «(an 3)(« + i)’ 



1)' 






0 ( 2 ^— j)«’ , ■ 
les rapports à la constante p, des six coefficients (4 ), s’é- 
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Sur lés coordonnées ctjRvtLtr.NEs, ETt. ; 3ü3 

èrî vent comme il suit : - ' ; 

. * * * * ■ J ' ■ , * . 

K Z. ' . . 

— = 2 «(«• — ^}A">'"~ , — ‘■f!’ Ar n 



.} 




— = 2 « (n — i) C" r 
a(» -+- i) (rr — I— 


2 )n" , 7 w d 


é J.W-+-3 


^ ‘j.iM-t 


îl=2(« — i)A"r» 
F 

a [n -+- 2 ) -B" 

j.n-4-3 


p"A>" 
3"B . 

r n+\ ? A 


a(« B"Cr* 

F -, ■ . 1 ; ' ' ' 

a(>i -4- a )D" 


r »+3 * 


r *-4-t ' 


L' (n — 1 ) A' r— f 




f ~r n + * 


nr’ + * 


\g\ *’ (« — i)C'r n -’ 


r«+a)D' 


F ./ n ■+■ 1 


• RF+’ 



' Ainsi, les quatre premiers coefficients (4) sont des poly- • 
nômeS semblables, contenant quatre termes; les deux der- 
• niers sont des binômes semblables ; et les exposants de r, V . 
dans le. second groupe, ne se trouvent pas dans le premier. 

$ CLXXII. 

FORMÉS DÉS ÉQUATIONS A LA SURFACE. 

Maintenant, pour déduire des expressions (5) les éqüâ- 
tions a la surface, il. suffit d’y donner successivement à la' V ' : 
' . variables les valeurs r 0 et r,, des rayons appartenant aux ' . 
parois, intérieure et extérieure, de l’enveloppe sphérique, 

f’, ai. . •' 
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eide les égaler respectivement aux six fondions données 
dé (f, <[»), désignées, au § CLXI, par (X 0 , STloi ®o) et 
3li, , P, ) ; lès trois premières fonctions étant les com- 
posantes des efforts appljquéssur la paroi intérieure, prises 
avec un signe contraire, et les trois dernières les compo- 
santes des efforts appliqués sur la paroi extérieure, prises 
avec leur signe, fie qui donne J • 





cos ^ H- tK. sin 4 $) P = Ot,, 

I ^(L. cos^-t-^. sin/^ ^ 

I /V /P 

< — ^ (^Costÿ— X,'- sin /ÿ) — = OR.,-, 

I S ^ & 005 L/ sin/ $ T 

+ § (£', cos H -** v’.' sin/ l') c “ — G,~v 




équations qu’il faut écrire deux fois, l’ujae avec l’indice 
i c= o, l’autré avec l’indice iaq ces indites étant donné» 
aux coefficients, pour rappeler qne, dans les polynômes 
.qu’ils représentent, r est remplacé par r®, par r 4 . . 

En ne considérant, dans les séries ( 8 J» que les termes 
qui correspondent à la même fonction P, ou au mêmevou-. 
pie (/, ti), on voit qu’ils contiennent douze coefficients, 
maintenant constants, (K,-, S>C, A l’aide du tabljeau ( 7 ), 
ces douze coefficients s’exprimeront linéairement en four- 
lion des douze constantes [AV 1 , BV 1 , CV\ DW] introduites 
par les termes au même facteur P des trois' séries -TV). De 
là résulte, inversement, que si l’on obtient, d’abord, les 
valeurs des douze coefficients,, ou en conclura, ensuite, 
celles des douze constantes, à l’aide de douze équations du 
premier degré, comprenant deux groupes à quatre incon- 
nues, et deux autres groupes à deux inconnues seulement. 
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Le problème , proposé sera donc, résolu, si l’on parvient 
à déterminer les valeurs, que doivent avoir les deux séries 
sextuples de coefficients ( K,-, JX',-,..!), pour rendre identi- 
ques les six équations (8). Or, on atteint ce but, en em- . 
ployant successivement deux procédés d’élimination, l’un 
fondé sur des lois connues des fonctions sinus et cosinus , 
l’autre sur une double propriété de la fonction P. 

Comme on l’a vu aux §§ CLXV et CLXVI, la série double 

indiquée par le signe ^ admet deux modes de groupement 
différents. De ces deux modes, c’est le second qu’il faut 
adopter ici . Remplaçant donc ^ par l’indication suivante : 




les équations (8). prendront la forme 






les séries totales ayant les limites l du premier sigma (9) ; 
les séries partielles, qqe multiplient cos/ÿ et sin/<|/, 
ayant les limites n du second sigma (9). 
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• '« CLXXIII. 

‘ * *.* . ' .-.'•••** . % 

ISOLEMENT DES. SÉRIES PARTIELLES. 

* "* < . , % ,» ** . ' »• . : . . ' ' 

• .. s e ' " '. » • 

Pour appliquer le premier procédé d'élimination, il faut 
rappeler les théorèmes qui lui servent de base, et qui, tout 
élémentaires qu’ils soient devenus, n’en sont pas moins 
importants. Si / est un nombre entier, les deux intégrales 
définies 



X îjr /•Vît 

COS/lj/rfp, / sill/' 



l'ifdty. 



sont nulles, la seconde toujours, la première pourvu que l 
ne.soit pas zéro, auquel cas sa valeur est 27r. De ce premier 
théorème, on déduit le suivant : / el l' étant deux nombres 
entiers, les deux intégrales définies 

* V , 

J f.251 r>7.- 

cos IiJ' cos di/ , . I sjn IS/ sin t it dÿ, 

O Ja ' • \ * 

-, r . 

ont la valeur zéro, quand /'et V sont diflérept#, ,cl la va- 
leur tr, quand ces deux nombres sont égaux, tandis que 
l intégrale définie 



r 



cos/4> sin/’ij'rf^ . 



est nulle dans les deux cas. 

Des deux théorèmes précédents résulte ce corollaire,' que 
les deux intégrales définies ' • ' 

rtiit . * 

[ ■' cos’ / -tp , 1 sin 1 / ip -vp , ' ^ 

o Jo 

• **♦»*• ' ' . > • ‘ * t 

qui sont égales entre elles, et à 7 t, |uand l’entier l n’est pas 
zéro, se séparent brusquement à cette limite, puisque la 
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première devient aîr, et qué le seconde s’évancfirit. Pour 
éviter les distinctions encombrâmes, qui résultent de cette 
anomalie, nous représenterons les deux intégrales définies 
qui précèdent par le symbole o> ( , en nous rappelant qu’il 
faudra le remplacer, lors des évaluations numériques, par 
27r ou ”, suivant que / sera ou ne sera pas zéro.; la seconde 
intégrale ayant disparu d’elle-jmôiuc dans le premier cas. 

D’après ces propositions diverses , on isolera, dans les 
équations (io), les séries partielles qui correspondent à une 
même valeur de /, en multipliant successivement ces équa r 
rions par les facteurs cos Ityd tp, sin/tpdtf/, et intégrant de 
<p = ô à ip = 2 7t. te qui donnera 



; 



(»>) 







i 

»lj 0 




i Z'-'." 




dP 

°doi ^ 


f 


dP V t 1 


fp _ 

r „ 


1 ' ■ V 

! 2U- 


/P Vr 
' *7 ”*■ ^ 


dP 

c <u 



cos lJir/ÿ, ‘ 



l ; 



i. 5,cos/id4î 

° 

ici, toutes les séries des premiers membres v dans lesquelles 
l est fiixe et constant, s’étendent de n — l h n — <x> ; et les. 
intégrales des seconds membres, qui sont définies en tfi, ne 
contiennent plus d’autre variable que a. 
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§ CLXXIY. 

PROPRIÉTÉS DE LA FONCTION P(?)„ . . 

Pour appliquer le second procédé d’élimination, il faut 
établir les propriétés de la fonction P qui lui servent de 
base. Soient P et P' deux valeurs de cette fonction, qui cor- 
respondent à la même valeur de/, et à deux entiers différents 
n et elles vérifieront les deux équations différen- 
tielles [(ao) § CLXV] 



(12) 



, d P 
de 1 — 

da P P 



de* 



da '(? 

4 

d P’ 



— •+«(/» 4 - i)P = o, 



p p' 



da. 



■ c 1 



4- i) P' = o, 



qui donnent, par l’élimination de t . ! 

d^(p^-P^) 
4-,)]pp' = iiz. 

Si l’on intègre cette dernière équation, multipliée par da, 
entre les limites — t et 4-i de la variable a, on a 

(. 3)[/»'(*'+ i)-n (*+>)}£' PP ’da= ^ g — P 5 ^)]^ • ' 

Or, P et P ainsi que leurs dérivées n’étant infinies pour 
aucune valeur de a, la parenthèse du second membre s’éva- 
nouit aux deux limites par le facteur c s = i — - a*-; le pre- 
mier membre doit donc être nul. D’où résulte que l’on a 
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* • . . ' . 

nécessairement . >„ 



( 4 ) . 



J PP'rfa=Q, 



lorsque les entiers n et n' sont différents. 

Quand n 1 — «, le premier membre (i 3 ) s'évanouit par 
son premier facteur, et laisse indéterminée l’intégralo 
définie y 



■JO- 



laquelle ne saurait être nulle, puisque tous sès éléments 
sont essentiellement positifs. Nous désignerons cette inté- 
grale par le symbole , pour indiquer qu’elle dépend à 

la fois des deux entiers Ici n. On sait que sa valeur géné- 
rale est, ' • 

n n (££) -< ; C 

' . * *.*. t »==J- : • . .. 

[Leçons sur les fonctions inverses, p. 246). ' 

Au théorème (« 4 )? qüi est très-connu, il faut en joindre 
un second, qui l’est moins. L’intégration par partie donne 

r jp JP' , rfP,„, c d * 

p ~ J F — V 

d’où l’on déduit, en substituant à la dérivée qui se trouve 
sous la seconde intégrale, sa valeur donnée par la première* 
équation (ta) - : ■ . ‘ - 



* . 

s + , 
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au.bieü, par la transposition d’un terme- . * *' 

. ' (, ^f c, S^ da+ f^ dx=c, ^ p '- p ^ n+ :^f pp ' dci - ' 

Si l’on prend les trois intégrales (16) entre les limites — 1 
et -j-i de a, le terme détaché s’annulant à ces deu? limites 
. p,ar le facteur c*, on a / 

<*■#£" 

^ Le premier membre (17), partage nécessairement Impro- 
priétés dn Second. C’ost-à-dire que, d’après le théorème (1 4 ), 

< ' on a identiquement, 

X « # *• *1 ' • * ; 1 . ' .* , 

V«\ r 1 dp dv> j r^'/p /p' , 

-IV. , . (to) I c — c— — • rfst I . — •- — •</* — 0, . 

• • '■ >/ — 1 «« t/j_i c Cr ‘ ' 

quand P et F, ayant le même l, diflèrent par n vt n’, êt 
. •’ "q^e, d’après la valeur (ii), 

(I9> J_, f. (S) 2 d * + f_, 

*■* , * * , * ' . 

( lorsque lès deux fonctions sont égales, ou si n' =. n. Ce se- 
>' con<i théorème, (18) et (19), ét'ait indispensable pour acbe- ' 
vér la solution. ' • • 

; • *. *: $ -clxxV.. 

ISOLEMENT. DES PREMIERS COEFFICIENTS. 

, . \ ^ ■' • * ‘ • • . * • * . ' 

* Le premier théorème (14) est seul nécessaire pour déter- 
miner les coefficients K,-, 3 C,-, dans les deux premières équa- 
tions (1 1). Car il suffit de multiplier l’une ou l’autre de cés 
équations par le fac teur P c/a, P étant Ja fonction même que 
. multiplie le coefficient dont or) veut obtenir lq valeur, puis 
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d’intégrer entre les limites — i et -f-i de a. ; ce qui fera dis-* 
paraître tous les autres termes, d’après (i 4 ) i on a ainsi 



K, = 



, * -+- 1 /» 3 T 

J — I Jo 



P cos 






(a) 



(20) 



■ :r+' r™ 

I P 3 t>,- sin lÿdfydàt 
DC, ~ — : ■ — — 



W/CT 



(») 



Telles sont les valeurs générales, que doivent avoir les 
cpcflicients qui composent les séries du premier membre 
de la première équation ( 8 ), pour qud ce premier membre 
reproduise identiquement les fonctions données Jt.,. V 

* § CLXXV1. 

DÉVELOPPEMENTS SIMULTANÉS. 

- Les quatre dernières équations (i 1) forment deux couples 
semblables à celui-ci ’ . . 






t P 



•( 2I ) 

f, 2 * 



/P 

<i-*' c ’ — ‘ ' .(t a 



V dP f 



les seconds membres étant des fonctions connues de a ; les 
séries des premiers membres ayant le même / constant, et 
les mêmes limites pour «, que. les séries du groupe (1 1). 11 
s'agit d’isoler les coefficients E, £, dans ces équations (21). 

Si l’on accentue la fonction P des secondes séries ; si l’on 
ajoute ensuite les deux équations, multipliées, la première 
rfP IP 

par le facteur c — cia., la seconde par ■ — 1 P étant la fonc- 
* • aa , • 1 ' c 

lion mèpie qü emploient les termes ayant le coefficient F, 



1 • 

• 
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dont on veut obtenir la valeur 5 enfin, si pu intègre la somme . 
obtenue entre les limites — 1 et -4-1 de a : il ne restera, . 
dans la première série de cette somme, que le seul coeffi- 
cient choisi, tous les autres ayaht disparu, d’après le théo- 
, rème (18); et l’on aura ( • • ' 

/ t t * , . . , 

b.m»+.)."’+2 c X, 

=X, ( , '3î +/ 7)‘'- - : 

* > . x . . / - ' • . . * V' 

ou bien, l’élément de l’intégrale, que multiplie chaque 

coefficient £ de la série qui reste, se réduisant à M(PP'), 
plus simplement • :• 

Or, la série (22) aux coefficients £ disparait dans tous 
- les cas : i° par le facteur l s’il est nul ; 2 0 et si l n’est pas 
zéro, par le facteur c' de P [(ai) §CLXY], qui s’évanouit 
aux deux limites. On a donc définitivement • 

v ' ' tr TK^> v V:- : x- 

. | ' " (» + i) o;*’ . . 

( 2 ^) \ *'. ■ • •• • 

X; I X, ŒMïKX ••••,. 

* " £ ' v ' 1“ 1 ‘ " • ’ J ' 

car le coefficient £ s’obtiendrait de la même manière, en 
intervertissant leç deux facteurs, lors de la sommation . 



pigittëâd by .Google 



\ • 




• SUR LFS COORHONNÉKS CLRVILir.KKS, ETC. 333 

Avec les coefficients ( 23 ), les équations (21) donnent les 
développements simultanés de deux fonctions connues de oc, 
dans le système défini par une valeur fixe de /, c’est-à-dire 
exclusivement composé avec les fonctions P où ce ùombre 
est le même. En adoptant successivement toutes les valeurs 
de l, on aurait autant de développements simultanés dillé- 
rents, d’un même couple de fonctions. Mais, pour le sys- 
tème correspondant à / = o, la simultanéité cesse, les équa- 
tions (21) et les coefficients (a 3 ) ne donnent plus qu’un 
seul genre de développement distinct, qui est 






le coefficient E ayaut pour expression 




On arriverait directement à cette valeur (a 5 ), en établis- 
sant d’abord ce théorème particulier, que les fonctions P 
où l est zéro, donnent 





rfP £P' 

da d a. 




quand P et P' sont différents, et 

. -, ' ■ . »• 






lorsqtte P / = P, ou n!= n. Résultats qui se déduisent d’ail- 
leurs des formules générales (18) et (19), en annulant l. 



r 
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§ CLXXVII. 



' ISOLEMENT DES DERNIERS COEFFICIENTS. . ’• * 

y\ . v . . -y ..y 

• ■ Si l’on remplace, dans les formules (a3), f el^/par les 

.seconds membres de la troisième et de la quatrième équa-, 

' tion (i ij, puis E et C par L, et ( — on aura 

î ■ f~*~' f™ ( dV . /P ' : \ ■ ' ’ 

I J J — — SÎL'i C0S/\|; — — SÛl lÿj dÿda 

. n (ri -)- • V • . '! • 

■" 7 . j. (a8W 

I J" J' ^c^5,sin/i|( — ^jlLf-cos/il»^ d* . 

■r .. y\ n{n-hi)p ( ^.a, ■ ... ^V 

et, si l’on remplace, dans les mômes formules, f et par 
> - ' les seconds membres des deux dernières équations (il), 

• - puis E et i' par ^ et L' , il viendra ». 

.j. * . * » ; . . ' % . V 

•J , /»4-l , ,v . 

J J ~3lli sin /■ii + — Gi coel^j d^ dx 



\ /*-*-• r 7 * i jp ■ /p'’ ■ . \ 

I J J ^,r— ÇjCOï/ ÿ -h — DR/sin /ÿ J, d\fidx 

; h(n -4- 



Telles sont les Valeurs générales, que doivent avoir les 
coefficients des séries qui composent les premiers mem- 
bres des deux dernières équations (8), pour que ces pre- 
miers membres reproduisent identiquement les fonctions 
données 31C,-, . 
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§ CLXXVIII. • 

. ‘ * S , . ’ , ; * . . ' •’ 

. Ternies indépendants de la longitude. - . ' 

• 

. • * - , * * ^ . s, • . * « • ‘ 

Toutes les parties des doubles séries, ou des développe- 
ments simultanés (8), sont maintenant connues : car, les 
valeurs générales (ao),_(28) et (29) permettent de calcu- 
ler isolément chacun des coefficients, quelque part qu’il'se 
trouve, quand ofi connaît les deux entiers Z et n qui parti- 
cularisent le terme multiplié par ce coefficient. Il peut être 
utile de signaler, particulièrement, les termes pour les- 
quels l’entier / est zéro, et qui dominent, le plus souvent, 
dans les applications; on a alors 






/= » 



R, 



2 T ' 



cr 

0 



■V. 



cKi* — O , 



-f-i /»5îT 



.(3«) 






-ni ’ t/O 



DR.,- d’if dot 
da. , 






•£.. = 0, 



<“ t 



.■J 



( 3 oj < a „ = 2 W , w|* } = ?• 11,(47737')’ 

• . .. . • /= * • 4 

r ' • . . • v . 4 , • \ *' ■ . * * ’■ ‘ * f 

et les expressions générales (20), (28) èt (29) donnent 

I • • . >* ■ 

•H* r iT 

i f . • PDW'fda . ’ • 

* J-l *Z» ‘ «r, _ „ 



l: = 



- *4 

1 j— 



- dp -, 

c — xïidyaai 



r**r+- 



C, = o. 



On arrive d’une autre manière à cj;s valeurs ( 3 1), en 



) 
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annulant l dans le groupe partiel (i i) : il devient alors 

J ■ ’ * /•»* • -, 

• 2 K,P== ^ J- r 2 *,>=■•, 

. *■ * ■ ' . *' » «. • • « J » .. * * 

*; : : 2<>4=»* ' "J ■ 

et les coefficients aux lettres majuscules doivent être zéro, 
tandis que ceux aux lettres moulées s’obtiennent directe^ 
ment, en s’appuyant sur les théorèmes ( 1 4) et. (26):»*^ _ . 



• f ' ' v 



•y.; * § clxxix. '• vy 

" CONCLUSIONS ET PRÉVISIONS. •, J • ' ' •* _• 

. . ; ' - . » t , * 

' Les difficultés principales étant levées, on peut regarder 

la question posée comme étant résolue; puisque toutes les 
constantes, introduites parTintçgration , peuvent se déter- 
miner à l aide des coefficients, maintenant connus; ainsi 

î V # * ‘ . •. ' ' ' 

qu’il est dit au § CLXXJI. Toutefois, plusieurs de cescon- , ' 
stantes restent et doivent rester indéterminées, comme nous 
■ l’expliquerons dans la prochaine leçon, qui indiquera, en 
outre, les modifications à faire subir aux formules trouvées, * 
lorsqu’on introduit les composantes (ît 0 , *£<*, T 0 ) d’une ou 
de plusieurs forces extérieures. .. . > T ■ ' • 

La solution générale du problème de l’équilibre intérieur 
d’une enveloppe sphérique, soumise à des efforts qui dif- 
Jerent d’un point à l’autre de ses parois, est le premier 
exemple d’un corps de dimensions finies dans tous les sens, ' 
complètement traité par la théorie mathématique de l’élas- 
ticité. Si le système des coordonnées sphériques ouvre 

- • • '.V- ’ • , • • 



M v 

V.-' : 
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encore la marche, dans ce nouveau genre .de questions, 
cela tient, sans doute, â la faculté qu’il possède, de déve- 
lopper simultanément deux fonctions de sa coordonnée a, 
à l’aide des fonctions P. - - 

Il y a tout lieu de penser, qu’on ne réussira, dans la 
même voie, avec un autre système orthogpnal, qu’en lui 
décôuvrant, d’abord, la faculté analogue, de développer 
simultanément deux ou trois fonctions, de une ou de deux 
de sés coordonnées. Car la simultanéité dans les dévelop- 
pements des fonctions données, parait être nécessitée, et par 
la simultanéité des équations aux différences partielles à 
intégrer, et par la présence simultanée des fonctions inté- 
grées dans les équations à la surface. v 

De la leçon actuelle résulte une extension de méthode, qui 
mérite d’être signalée. Quand il s’agit de trouver la loi 
intégrale dù refroidissement d’un corps de forme donnée, 
on sait que le problème d’analyse consiste, à intégrer l’é- 
quation générale par une somme de termes simples, vérifiant 
.tous séparément cette équation, satisfaisant en outre aux 
conditions de laxurface, et qui sont multipliés par des coef- - 
ficients, d’abord inconnus, que l’on détermine ensuite de 
telle sorte que la série totale reproduise l’état initial. Cette 
détermination s’opère invariablement de la même manière, 
à l’aide d’un théorème général qui permet d’isoler succes- 
sivement tous les coefficients de la série. Il n’y a de parti- - 
culier aû corps proposé, que la forme et les propriétés des 
termes simples qui lui correspondent. C’est uniquement 
dans leur recherche que gît toute la difficulté. 

Chaque terme simple résout, à lui seul, la question posée, 
si l’état initial, ou la fonction à introduire,- lui est. égale ou 
proportionnelle. Si la fonction donnée est une somme li- 
néaire d’un nombre fini de termes simples, ils intervien- 
nent seuls dans la solution. Enfin, si cette fonction n’est pas 
ainsi réductible, tous les termes simples, concourent pour. 
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résoudre le problème. En un mot, ils s’accordent toujours 
pour achever le travail : là, c’est ijn seul pu plusieurs qui 
s’en chargent; ici, tous ensemble; et chacun d’eux troilve, 
dans son coefficient, la fraction qui lui est dévolue. 

Cette marche, cette réduction à une seule difficulté parti- 
culière au corp% proposé, ce concours toujours efficace des 
termes simples, se retrouvent : dans la question de l’équili-' 
bre des températures ; dans la théorie du potentiel ou de 
l’attraction des sphéroïdes; dans la théorie mathématique 
de l’élasticité lors des vibrations, et aussi, lors de l’équili- 
bre intérieur d’un corps solide, comme le constate^ enfin, le 
cas actuel des enveloppes sphériques. Ce n’est donc plus, 

’ . là, une simple analogie, c’est une véritable loi, qui eûibrasse 
toutes les branches de la physique mathématique. 
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DIX-NEUVIÈME LEÇON. 

<> , 

• / * - ... . 

ENVELOPPE SPHÉRIQUE. — VERIFICATION. 

Un du problème de l’équilibre d’élasticité des enveloppes sphériques. — 
Relations nécessaires. — Constantes indéterminées. — Introduction des 
forces extérieures. — Cas d'une sphère pleine. — Cas d’une cavité sphé- . 
rique. . . . . 



.... •• § CLXXX. 

. " ÉQUATIONS DE CONDITION. • 

La Solution générale, exposée dans la leçon précédente, - 
rencontre; dès les premiers pas de son application, une 
sorte de point d’arrêt, une objection, qui fait douter d’a- 
bord de sa réalité, mais qui, étant soigneusement analysée, 
conduit, au contraire, à l’une des meilleures vérifications ' \ 

que le géomètre puisse désirer. 

Dans toutes les séries qui expriment, soit les fonctions • 

(U, V,‘ W), soit les composantes des forces élastiques, 
pn peut ne considérer qtie les seuls termes qui dépendent 
d’une même fonction P, Ou d'un mèmè couplé des entiers 
( 7 , n). A ces termes, qui contiennent douze constantes 
£ AD) , BD), CD), DD)}, correspondent douze coefficients 
, , qtte l’on déduit des expressions générales, 

(ap) § C.LXXV, (28) et (9.9) § CLXXVII, en y substituant 
le couple choisi (/, n). Avec ces coefficients, et la valeur 
actuelle de n, le tableau (y) § CLXXI, dans lequel 011 fait • • 
successivement r==7«, r==r,, procure le moyen de déter- 
miner les douje constantes, par deux groupes de quatre 
équations du premier degré, et deux autres de- deux éqtia- 
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tions seulement, qui donnent 






(A", 


A, B", 


B) 


en 


(K., 


K 1 , U, 


l.),: ' 


^ (C", 


C, D", 


»> 


en 


(îH», 


i> 


O), ... 


/ 


(A', 


B')‘ 


en' 


(K, 


K),' 


• «* 


f 


(C', 


D') 


en 


(C.. 


. cw. 


» 



Si, dans ces groupes, le nombre des constantes à évaluer est 
toujours égal au nombre des équations, il n’y aura, ni in- 
détermination pour les inconnues, ni relations nécessaires , 
entre les données. C’est ce qui arrivera tant que l’entier n ' 
•ne sera pas l’unité } mais, pour celle valeur particulière, 
il y a exception. , r , , 

En effet, on voit, à l'inspection du tableau (y) § CLXXJ, 
que tous les premiers termes des équations à former ont 
pour facteur (n — -i). Ces termes disparaissent donc quand 
n = x. Alors les constantes ( A", C", A', C') restent indéter- 
minées, et le’s coefficients correspondants (K,-, 3 f,-,...), qui 
composent les seconds membres des douze équations, doi- 
vent vérifier certaines relations. 11 importe de chercher ce 
qu’expriment ces. relations nécessaires, ou cés conditions 
imposées aux données de la question, c’est-à-dire aux efforts 
appliqués sur les parois de l’enveloppe sphérique. 

Le tableau (7) § CLXX 1 , aidé des valeurs générales (6) 
qui le précèdent, donne pour le système des douze équa- 
tions, correspondant au cas de « = i , le groupe suivant 

à 12 _ 6c — b K; 

P — c 1 A - 4 r — B -f- s — B — - — > 

.5 a n art - a • 



r, K 






10 a 
b 

5 a 



r i C 



6 B" 



r.- ar 



——£■ « = — * , 
ar, (* 

V- 



--i-n + = 

..10 a r, ar ^ p 

3 pB' = /fL', ; 

. - apD;-^:., ’ . . 
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qu'il faut écrire deux figis, l’ùno avec l’indice i = o, 1 autre 
avec l’indice isi. Si l’on ajoute à la première des équa- 
tions (a) le double de la-.seconde, à la troisième le double 
dé la quatrième, on a, en remarquant que les sommes de 
la première ligne (6) § CLXX1 donnent /\e — b = <r, 



(3) 



j 3pB = r’(K, 2 Ij, } , 

\ 3(xD= rf(;x,4- 



Dans ces équations (3), ainsi que dans les deux dernières 
du groupe (a), les premiers membres ne changent pas 
quand on fait i= o, puis i — i, et les seconds membres 
doivent partager la même propriété. Ce cpii donne 



( 4 ) 



| rJ(Ki -t- 4 L,) — rJ(K, + i L,) =r o, 
| /•j(ac,4-2^ l )— /J(3C,4-^Ç_,J = o, 
rîL’.-rJL'.^o., 



pour les relations qui doivent exister entre les coefficients 
(K.,, 3C, ,...), si n — i. 



§ CLXXX1. 

* • * ' *. 

COEFFICIENTS CORRESPONDANTS. ’ 

Or, quand n est l’iinité, l’entier / peut être l’unité, ou 
ïéro. Le groupe (4) doit donb être vérifié, séparémelit, 
par les valeurs des coefficients «(K,, qui appartien- 

nent au couple (1= i, n = i), et par celles qui appartien- 
nent au couple (/= o, re=i). Il faut d’abord chercher 
quelles sont ces valeurs. 

Au couple (ï=s i, n = i) correspond la fonction P — c, 
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d’après l’expression générale (21) § Cl AV, 011 a donc 



' / .♦ 

i /= I , n — 1, P = c, c — = — a, 1 . t, 

| </a ^ ' 

1 ' J • ‘ .» t /* * •'J.'i 



( 5 ) 



| w, =ir, a;' ; = y 



rv/a=|. ' 



Désignons, pour simplifier, cos <p et sintp par c' et /, et, 
pour plus de symétrie, sin 0 par s au, lieu de a. En outre, 
remarquant que ou cdipdf, est l’élément de sur- 

face de la sphère dont le rayon est l’unité, remplaçons, 
par a, ect élément précédé du double signe de l’intégration 
totale, en posant 



( 6 ) 



X -+-1 2X 

•’ J difda{ ) = <r 



c’est-à-dire indiquons, par <7, une sommation faite sur 
toute la surface de la sphère de rayon 1. A Taide de ces 
conventions, on peut écrire ainsi 

./ 3 " - 3 

K, = ~/y^ a ( cc 1W = <* ( — sc ‘ DÏLj — /£/); 

3 * '3 ' • 

~r~ a{cd3Z,j ) , .(^£= jj— <r(— fs' JTt, 4 - c'fBf ) } 

t n 1 J *** V* . f 

\ / / k 5 \ . % % 

. I — g ~ a ( — sc> + *' )•> • 

v . * ■ . C = -j^°{r - 

.• V *. . ■ • .. V * * * * t * ^ 

les résultats qu'on obtient, èn substituant les valeurs .(5) , 
dans les formules générales (20) § CLXXV, (28) et (29) 
gCLXXVII. 

Au Couple (/=fo, n= 1) correspond la fonction 



‘ • 
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, , . V •* * 

P = a. = s, d’après l’expression citée on a doue 



m 



■ I , „ \ dV 

J / = o, ; «=«,. P = ,, = G 

i (O r +i , , 2 • . ‘ . 

f «I=2«, =J a 1 « a = — ; 

i - ■ • •' i ' , ' . 

et, à 1 aide des cbnventidns précédentes, on peut écrire 



(9) 



h 

4ir 

3 . 



K, == -y— a [s DL,)y ïK , = o , 

4 * • 



Li = -O — "? 

OTT . . v 

r 

L ' == 1- 7 ( C F , ) , X'.’—o, 



les résultats que l’ou obtient, en substituant les valeurs (8) 
dans les formufes particulières ( 3 i) §CLXX\JII. 



§ CLXXXII. 

Six RELATIONS SONT NÉCESSAIRES. . . 

. ' ' . ; ‘ • • ‘ ■ • - ' 

Partant.de l'identité établie (6), posons cncorç - 

■ : .• • . v ■. 

c’est-à-dire indiquons, par ^ ■> une sommation faite sur 

toute la surface de la spbère de rayon r, . D’après cela, si- 
l’ou substitue successivement les deux groupes (7) et (9), 
dans les deux premières relations (4) on aura, en suppri- 
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* 3 

mant lç facteur commun 7-^-9 

4 TT 



i & on,sc'- $■/) 

I r 

— ^ (X 0 cf' — 3ft,*e' — G,f ' ) = o, 
§ (%,«'- CTL,m'-+- 6 |C') 

— § (X,«:— 3IVv/-+- G„c') = o, 
^ (üGfi -+- 3TL, c) 

» * •, 

— ^ (X.f-t-0Tt„c) = o;' 



• («0 



S 

J J» , 



♦ - 



■ f ■ 



car la seconde (4) est identique pour le groupe (9). 

Ensuite, si l'on substitue successivement les mèqiês 
groupes, dans les deux dernières relations (4), il vient 

C G,r,re' ait, r, /) 

* ’ ' . 

I — § (— G,r,st/ H- 3IL.r,f') = o , * . ’ . ’ ' 

^ (— e,r,ss'— OVL^.c') • t > 

— S (“ e »A w ' — OlV.r.c') = 0, ; . 

\ ’ .. . ' 1 . 

§ (G,r,c)— § (G, r.c) = o; : ' - 

car la quatrième (4) est identique pour le groupe [g),’ 
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§ CLXJCX1II. ‘ ■ 

LEUR INTERPRÉTATION. 

Ainsi les conditions imposées aux données de la question, 
ou aux efforts appliqués sur les deux parois de l’enveloppe 
sphérique, consistent, totalement, dans la vérification né- 
cessaire des six équations (11) et (12). Que signifient ces 
équations? La figure ci-jointe répond complètement à cette 




pour les longitudes o et ^ ; M est un point quelconque de 

l’espace, M JL le prolongement du rayon UiVi, 'MJTL la 
tangente au méridien, MG la tangente au petit cercle paral- 
lèle à l’équateur; et ces trois axes, en M, forment avec les 
premiers, en O, des angles dont les cosinlis sont indiqués 
par le tableau 



■ ..t. 
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(. 3 ) 



<>X 



OY 



<>Z 



Mjî, 


.M .JK 


MG 


GC 1 


— sc’ 


— s' 


CS* 


-si' 


c' \] 


. A' 


. C 


0 


0. . 


Gr 


-an./- 



Maintenant, si l’on se rappelle que ( 3c, , 31Lf, G,) et 
3t>o, — 9R (l , — G 0 ), représentent les composâmes des 
efforts,' exercés sur les parois, extérieure et intérieure, de 
l’enveloppe sphérique, et rapportés à l imité de surf ace ; com- 
posantes qui sont respectivement dirigées suivant les lignes 
de même définition que celles eu M de la figure précédente ; 
à l'inspection seule du tableau (i3), on reconnaît, dans les 
premiers membres des trois relations (n), les. sommes des 
projections, sur les trois axes en O, de toutes lés forces 
appliquées sur les parois; puis on devine, et l’on vérifie, . 
que les premiers membres des trois relations ( 12 ), sont les 
sommes des. moments des mêmes forces, par rapport aux 
mômes axes. ' ••• V , ■ 

En dfl’ct, la théorie des moments, si bien exposée dans lç 
nouvel enseignement dé la mécanique, donne, pour le& 
moments des trois composantes ( >c, ,7R, G) par- rapport au 
centre O ; i° pour <X zéro ; a p pour. . OU, 'SKr porté sur son 
axé représentatif Ü die,. , qui est parallèle à .SÏG et dirigé en 
sens contraire; 3° pour G, Gr porté sur son axe représen- 
tatif 0'G rJ qui csï parallèle' à VJ OR. et dirigé dans le même 
sens. Alors le tableau ( 1 3) (à l’aide de sa dernière ligne), v 
donne i mm éd i a temeri t lés .sommes des projections' de. oes 
moments, ainsi, représentés, sur Jes àxes'en O, ou les rno- " 
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menls de la résultante par rapport à. ces axCs. Et l'inicrpré-. 
talion des secondes relations (i 2) délient aussi facile que 
celle- des premières (,it). 

Les sommes qui composent les premiers membres des 
six équations (11) et (12) sont donc toutes reconnues. Et, 
puisqu’il faut que toutes c.es sommes soient milles, on en 
conclut que les forces données doivent être, telles, qu’elles 
se fassent équilibre, sur l’enveloppe sphérique considérée 
comme un solide invariable.’ Les groupes .( 4 )» ou (11) 
et-.(ia), n’expriment pas autre chose. 

Cette nécessité résultait d’ailleurs des équations mêmes - 
de l’élasticité, qui, étant déduites de- l’équilibre d’tin paral- 
lélipipède et d’un tétraèdre élémentaires, Vonsidér.és comme 
étant invariables expriment conséqüemmen t le même 
équilibre pour un corps de dimensions finies, formé par la 
réunion de pareils éléments. Les conditions indiquées exis- 
taient donc réellement dans la question posée. O11 les avait 
oubliées au départ, et la solution trouvée donne un témoi- 
gnage irrécusable de sa réalité, en réparant elle-même cette 
omission. , 

. § CLXxxrv. . • \. 

SIX CONSTANTES INDÉTERMINÉES, 



■Mais, il faut qticore cxpliquèr l’indétermination des 
constantes (A w , G", A,\ . C'), qui correspondeut aux deux 
couples (/==i, n^=i) et (l = o, U ==,*). Si elles dispa- 
raissent dans les développements des forces élastiques 
(X, 3 U., 6 ), il 11'en est pas de même dans ceux des dépla- 
cements ( U, V, VI )„ ear au tableau ( 2.) § CLXX, qui donne 
les coefficients généraux de ces derniers développements, 
les constantes (A", G". A', G') ne sont plus accompagnées 
du facteur ( n — 1). Ainsi, les (L[, V, W ) contiennent des 
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termes don I les constantes restent indéterminées, et qui 
subsisteront, lors même que les parois de l’enveloppe sphé- 
rique ne seront soumises à aucun effort, et que T conséquem- 
ment, tous les autres termes, toutes lés autres constantes, 
disparaîtront. Supposons donc que les expressions des 
(U, V, W) soient réduites à ces seuls termes, si complète- 
ment indépendants des forces données, et eherchous leur 
signification. 

A Taide des valeurs (5) et (8) de la fonction P et de sa 
dérivée, appartenant aux deux couples (/, /») conservés, les 
formules générales ( 1 ) et ( 2 ) du § CLXX, donnent pour 
cés expressions réduites . • ' •. 

1 U = A> + A” rr'-t-C'X, . 

04) 1 V = A'i c — A< >' - C”, SS' -+■ i A', ra'-'- C, rc' , . 

* W = - A >r— A", s' + C". c'— - A', ne’ — - C, rss'. 

2 °. 1 ' 2 2 

Les indices 1 et o donnés aux constantes indiquent qu elles 
cqrrespondeut respectivement aux deux couples (/= t, n= 1 ) 
et (/ == o, n = t). Quatre constantes ont l’indice 1 , mais 
deux seulement ont l’indice zéro: les (C”, Ç 0 ) n’existant 
pas, car dans les séries ( 1 ) § CLXX, les termes, où l 
est zéro, n’ont pas de coefficients aux lettres majuscules 

{Q, ,%!)')■ , > 

Puisque leÿsix constantes des expressions ( 14 ) sont indé- 
terminées, on peut considérer chacune d’elles isolément,- 
■ comme si les cinq autres étaient nullesi Alors, la figure 
(p. 345), et le tableau (i3), conduisent facilement à leur 
'•interprétation. Les (U, V/W) étaut respectivement les 
projections du déplacement très-petit de M; sur les axes 
(MX, M3K, MF), les constantes (A", C', A" ) expriment 
respectivement do simples translations parallèles aux axes 
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(OX, QY, (5Z), cl les constantes (A',, C',, A',) de simples 
rotations autour des mêmes axes ; et -ces six mouvements 
partiels peuvent se composer en Un seul mouvement liéli- 
çoïdal, qu’expriment les six constantes réunies. 

Or, il est évident qu’un pareil mouvement élémentaire 
de l’enveloppe sphérique, tel que ses points matériels- con- 
servent leurs positions relatives, ne peut faire naitre aucune 
force intérieure, ni troubler l’équilibre d’élasticité, qui 
s'établit sous l’action des efforts appliqués sur les parois. 
Telle est la véritable cause de l’indétermiuanon des six 
constantes du groupe ( 1 4 ) 5 quand oh n’introduit pas d’au- 
tres données que les équations à la surface. Les valeurs de 
ces constantes pourront se déduire de conditions toutes dif- 
férentes, telles, paç exemple, que la fixité de certains 
points du solide. 

; ; § cLxxxv. 

’• v ’ • t . • ‘ a ‘ • •* 

INTRODUCTION DES FORCES EXTÉRIEURES. 

> . * . * ’ • 

Il s’agit maintenant de reconnaître l’influence des forces 
extérieures, dont les composantes sont (R 0 i *b«, T 0 ), sur 
l’équilibre d’élasticité de l’enveloppe sphérique, et d’indi- 
quer les modifications que l’introduction de' ces forces 
apporte dans la solution générale. Il faut remonter jusqu’aux 
- équations aux différences partielles, qui' sont”, dans le cas 
de l'équilibre, el'en mettant a au lieu de (.A + aja) : 



Ud t.d r 

ar^c— ■+■ j t I 



.Vrf f ^^)^ VçRt/== . 0 '' 
( ,5 ) { ar T 9 + ‘{^-£) + ; wM =; a » : 






■.j '•* 
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les fonctions (6, .a,. t)!>, r) s'exprimant en ('U,' V., W) par, 
les relations suivantes : . >. ■ 



t dr* U * i dcS i d W 

r 2 dr rc dif rc d\ j» 



(. 6 ) 



_ i /d\ de xv \ . ' 

rc */<?/’ ' 



11!) = 



dr W 






dr c dty 
dV _ drV \ 
d y dr J 



.* ' . J 

« V 



' V* • • • 

\ . v * 



». ■ . */• 




*La détermination dès valeurs (Û 0 , V», W») strictement 
essentielles pour failli disparaître, lors de la vérification, 
les termes en (R 0 , d>„, Vo) des équations (i5), exige que , 
l’on connaisse ces termes. eux-mèmes. Lorsqu’ils sont don- 
nés en (#', y, <jr), on cherche d’abord la forme que doivent • 
avoir les (U„, V 0 , W 0 ) pour atteindre le but qui leur est 
assigné, puis on emploie la méthode des coefficients indé- 
terminés. C’est ainsi que 1 on a résolu les cas suivants : c' 

Premier cas. — La force extérieure a une direction et* 
une intensité constante, telle que la pesanteur. — Dirigeant 
l’axe polaire du système des cordonnées sphériques paral- 
lèlement à la direction de cette force extérieure, et en sens 
inverse, on a \ y - \ 

{ 17 ) ■ ■»«=£ — «■*> <1 >«== — ffc, H', = o; .. .* 

puis, posant, pour sinqdifier', 

t*> ' ' ' 

on trouve les pxpreÿsiojis strie tentent essentielles *• 

• •• ■ ■ . • • ' ‘ ’• 

(ig) ,D„= Ar's, ■ V. = — 'W,= Oj ; 



•• 



■ ’ Mk i . 



I 



fr#* 

a*% . 



I 



' . 
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lesquelles, étant substituées dans le groupe (it>), donnent 



: 1 



, g S • ' g 3 

0=—rs, X = o, o, r=.^r J c% 



valeurs qui annulent les premiers membres des équa- 
tions (i 5 ) écrits avec •es (* 7 > • • •' 

Secorid cas. — La force extérieure est une attractiom 
dirigée vers le Centre du système sphérique, et proportion- 
nelle à la distance à ce centre. — Si l’on représente par g 
l’intensité de ld force (toujours rapportée à l’unité dç 
masse), pour la distance r,, on a 

' \ , 

(20) h, = — <t>, = 0, 't',= o, 



.i 



et 1 on trouve les expressions strictement essentielles 

(».)' • ■ 



S à r 1 * 

TJ. =,- » V, = o, W„ = o, 

ion r, 



lesquelles, étant substituées dans le, groupe (16), donnent 

■ i •* ‘ * ! », 



eS r 1 • . 

9 = -i X — o, il!, = o, r = o : 

2a r, , 



valeurs qui vérifient les équations (1 5 ), écrites avec les (20). 
- Troisième cas. — L’enveloppe sphérique 'tournant- au- 
tour de l’axe polaire, avec une vitesse angulaire constante «, 
on considère l'équilibre relatif qui résulte de l’ introduction 
de la force centrifuge. — O11 a 



• . " 4 M 

i J 



(22) 



H» = w* rc 1 , <l>„ = — oi- ivs. , 'E, = o , 



et, posant, pour simplifier 

. •’* .- ‘ •• •• '• 

. »> J 0 _ ■' 

•v\ '• • '. ’ 



(23) 






.ri 
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on trouve, les expressions strictement essentielles , 

• • 

(24) U, =, — r^r 3 , V„ = ^r , c.t I W 0 =O, 

lesquelles, étant substituées dans lé groupe (16), donnent 

t Ô 2 Ü 4 

0 =. r J c\ eV» — o * ift» = o , T = o ; 

la 

, . /.*•<-.•/ f* 

valeurs qui vérifient les équations (i5), écrites avec 
les ( 22 ). • 



§ CLXXXVI. ' ' ' 

NOUVEAUX COEFFICIENTS. ' ‘ 

touctions (U#, V 0 , W 0 ); qui correspondent à 
des valeurs données des (R 0 , $ 0 , Ÿo), sont déterminées, il 
faut les joindre au groupe (i).§ CLXX. On doit substituer 
aile les (U, V, W ), complétés par celte addition, dans 
expressions, (3) § CLXXI, des composantes (3U, 3lt, C) 
de la force élastique qui s’exerce sur tout élémen t-plan 
perpendiculaire au rayon ; de telle sorte que, si l’on ppse, 

■ j ■ . V 

: m&MM' ' 



dr ; 

d v' 



1 du. 



1 ç=‘ E(»), 



ces valeurs, qui seront complètement connues en (/•, ©, t|/), 
viendront s’ajouter aux séries, à coefficients indéterminés, 
dit groupe (5), § CLXXI. Alors, quand ou écrira les équa- 
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lions à la surface (8) § CLXXII, il suflira d’y substituer 
aux (36,, Oli-v, G,) les différences 

( 26 ) Jx,- |^,m, - otl;*'], 

dans lesquelles les [fl&j'', OR.,- ', G, ( 1 1 représentent ce que 
deviennent les fonctions connues ( 25 ) lorsqu’on y fait 
r = r f . Et la même substitution faite dans les expres- 
sions (ao)§CLXXV, (28), et (29) § CLXXVII, donnera 

les valeurs définitives des coefficients. 

* . . ' « 

Si les fx>,, OR.,, G ; ) sont nuis, les coefficients (K,, OC,,...) 
ne s'annuleront pas tous pour cela, car les seconds termes 
des différences (26) subsisteront encore sous les intégrales 
définies qui les composent. Aux coefficients existants cor- 
respondront des constantes [AW, B 1 ' 1 , C (/ >, que l’on 
déterminera; et à l’aide de ces constantes les expressions 
complètes des (U, V, W), donneront les véritables projec- 
tions des déplacements moléculaires de l’enveloppe sphé- 
rique, dus à la seule introduction de la force extérieure ; 
projections qui pourront différer beaucoup des (U 0 , V 0 , W 0 ) 
primitifs. 

Si, les (X,, JR.,-, -G,) n’étant pas nuis, on fait la substitu- 
tion (26) dans les équations de condition (11) et (12),' ces 
équations, convenablement transformées, expriment alors 
que les efforts appliqués sur les parois doivent faire équi- 
libre à la résultante des forces extérieures sollicitant la 
masse, par exemple au • poids de l’enveloppe, dans les 
deux premiers cas du § CLXXXV. Lors du troisième cas, 
la résultante des forces centrifuges étant nulle, les efforts 
sur les parois doivent s’équilibrer entre eux. 
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§ CLXXXVIl. 

CARACTÈRE DE LA SOLUTION GÉNÉRALE, 

I 

La solution du problème de l'équilibre d'élasticité d’une . 
enveloppe spliérique étant complétée, dans toutes ses par- 
ties essentielles, terminons par quelques réflexions, sur le 
caractère et la généralité de celle solution. 

Des trois composantes (.01*, ;)R. , C) (Je la force élastique 
exercée sur un élément-plan perpendiculaire au ravon, OU 
est la composante normale, (ÔÏL, F) sont les composantes 
tangcntielles. On voit, d’après cela, que les coefficients 
(K„ £»c;), (20) § ci JtXV, dépendent uniquement des com- 
posantes normales des efforts appliqués sur les parois, et que 
ceux (L /, JP i, L, , -Ci) ne dépendent que des composantes 
tangcntielles. 11 résulte, alors, des relations indiquées par le 
tableau (t), que les constantes accentuées (') ne dépendent 
que des composantes taiïgentielles des efforts exercés, mais 
que toutes les autres dépendent à la fois, des composantes 
normales, et des composantes tangcntielles. 

C’est ainsi que la moindre modification apportée, dans 
la direction ou l’intensité de la force appliquée en un point 
des parois, se transmettra, par les coefficients aux constan- 
tes, et. par les constantes a un ternie quelconque des séries, 
qui expriment les déplacements relatifs de tons les points 
de l’enveloppe sphériqué. Cetté solidarité, qui définit si 
bien le phénomène de l’élasticité, forme aussi le caractère 
principal de la solution trouvée, et explique même sa forme 
nécessaire. 

§ CLXXXVllI 

‘ V * CAS D’UNE SPHÈRfe PLEINE, 

Quand la paroi intérieure n, existe pas, ou quand il s’a- 
git de l’ équilibre d’élasticité d’une sphère solide, dont la 
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surface, de rayon r,, est soumise à des efforts, différant 
d’un point à un autre de celte surface, la solution géné- 
rale se simplifie par la disparitioh nécessaire de tous les 
termes contenant des puissances négatives du rayon r : car 
la valeur r= o appartient alors à l’un des points du so- 
lide, et doit donner des valeurs finies, pour les forces élas- 
tiques qui correspondent à ce point. 

Les termes des trois séries «M/>, introduites dans les in- 
tégrales, ne doivent donc plus contenir, chacun, que les ■ 
constantes [A 1 / 1 , C { /f]. Les équations à la surface se ré- 
duisent à trois, l’indice i étant exclusivement l’unité. Les- 
expressions générales des coefficients, restent les mêmes, 
mais, pour chaque couple des entiers (/, »), il n’y a plus 
que les six coefficients dont l’indice est i , et les six con- 
stantes correspondantes sont déterminées, par deux grou- 
pes de deux équations, et par deux équations à une seule 
inconnue, lesquelles donnent 

(A", A) en (K,, L,),_ 

(CYC9 ™ (3Ci , £,), 

A' en L', , 

C' en ■£, . 

Les équations de condition (n) et (11) sont réduites aux ' 

sommations , et expriment que les efforts exercés sur 

la surface de la sphère doivent, ou s’équilibrer entre eux, 
ou faire équilibre à la résultante des forces extérieures sol- 
licitant la masse, suivant que ces dernières forces sont, ou 
supprimées, ou introduites. • . 
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§ CLXXXIX. 

CAS D’UNE CAVITÉ SPHÉRIQUE. 

Quaucl la paroi extérieure n’ existe pas, ou quand il s’a- 
git de l'équilibre intérieurd’un milieu indéfini, d’élasticité: 
constante, entourant une çavité sphérique, dont la paroi, 
de rayon r 0 , est soumise à des efforts, qui ‘ diffèrent d’un 
point à un autre de cette paroi ; la solution générale se 
simpliflo par la disparition nécessaire de tous les termes 
contenant des puissances positives du ravon r : car la va- 
leur r = oo , appartient «lors à des points du milieu, et- ne 
doit pas donner des valeurs infinies., pour les forces élas- 
tiques qui correspondent à ces points. 

Les termes des trois séries introduites dans les inté-, 
grales, ne doivent donc plus contenir, chacun, que les con- 
stantes [ B; J 1 , Les équations à la Surface se réduisent 

à trois, l’indice / étant exclusivement zéro. Lés expressions- 
générales des coefficients restent toujours les mêmes, mais, 
pour chaque couple des entiers (/, «), il n’y a plus que les 
six coefficients dont l’indicé est zéro, et les six constantes 
correspondantes sont déterminées, par deux groupes de 
deux équations, et par deux équations à une seule inconnue, 
lesquelles donnent' 

. -’/ (R", B) en’ (Ko, L,), • 

] (D", Dj) en (af„ £,)/ ' ; ‘ 

■; j B' en L', , 

Les efforts exercés sur la paroi de la cavité sphérique n’ont 
pas de relations nécessaires; car lés équations de condi- 
tion (n) et (ta) se rapportent au groupe de constantes 
qui a dû disparaître, et le groupe restant n’indique aucune 
indétermination. 
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O» remarquera, en rapprochant la solution générale des 
deux solutions particulières qui précèdent, que, si les efforts 
(JÛ,, E,) exercés sur la surface delà sphère pleine, de 

rayon r,, et ceux ( — Æo, — — En) exercés sur la 
paroi de la cavité sphérique, de rayon c„. sont les mêmes 
que ceux respectivement exercés sur les parois, intérieure 
et extérieure, de rayons r t et r 0 , de. l’enveloppe sphérique; 
les deux groupes des coefficients (K;, qu’ils soient 

séparés ou réunis, conserveront exactement les mêmes va- 
leurs numériques. 

Mais, il ne s’ensuit pas que les séries qui expriment les 
forces élastiques et les déplacements du cas général, soient 
les sommes des séries correspondantes des deux cas parti- 
* culiers :• car, pour chaque couple des entiers (/, n), les 
douze constantes, réunies dans le tableau (t), seront très- 
dif foreutes de celles données, séparément, par les tableaux 
(27) et (28) ; quoiqu'elles soient toutes déterminées à l’aide 
des mêmes coefficients {K.,, DC,,....). 



Pour compléter j’examen delà solution générale, il fau- 
drait étudier successivement les termes les plus influents, 
ou ceux qui'correspondent aux moindres valeurs des entiers ‘ 
(/,«), et faire ressortir les propriétés caractéristiques, et 
distinctes, de ces différents termes, desquels chacun pour- 
rait exister seul, si les fonctions intioduites ou les efforts 
extérieurs se prêtaient à cet isolement. On devrait, aussi, 
considérer particulièrement le cas des enveloppes sphéri- 
ques minces, ou dont l’épaisseur (/•, — r 0 ) est une très- 
petite fraction du rayon r,, ce qui permettrait de simplifier 
considérablement les séries finales. Enfin on pourrait citer 
un grand nombre d’applications spéciales et importantes. 
Mais nous passerons tout cela sous silence. Une digression 
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trop étendue, sur une question particulière de la théorie 
mathématique de l’élasticité, pourrait donner quelque appa- 
rence de raison, à ceux qui ne veulent voir, dans la grande 
généralité de cette théorie, qu’une complication inextrica- 
ble, et qui préfèrent et prônent des procédés hybrides, mi- 
analytiques et mi>-empiriques, ne servant qu’à masquer les 
abords de la véritable science. 
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VINGTIÈME LEÇON. 

a 

PRINCIPES DE LA THÉORIE DE L’ÉLASTICITÉ. 

Certitude de la théorie mathématique de l’élasticité. — Doutes relatifs a 
l'ancien principe. — Équations certaines. — Nouveau principe de ^élas- 
ticité constante. — Lemmes fondamentaux. — Conclusions. 



§ cxc. 

RÉVUE DE SES ÉQUATIONS. 

* * • 

L'objet principal de cette dernière leçon est de doil- 
' ner les développements .réclamés par les astérisques des 
pages 263 et 264, de discuter les principes qui ont servi de 
base à la théorie mathématique de l’élasticité, et ceux qu’il 
convient d’adopter aujourd’hui, pour bannir toute incerti - 
tude sur les conséquences de cette théorie. 11 s’agit, au fond, 
de constater que toutes les équations de la feuille Ci peuvent 
être établies sans faire aucune hypothèse sur la nature et les 
lois des actions moléculaires. C’est ce qui a lieu, évidem- 
ment, pour les quatre premiers tableaux, 014 les relations 
des (N,-, T,), et leurs variations nécessaires, sont unique- 
ment déduites des tlréorèipes généraux de la mécanique ra- 
tionnelle. Il en est encore de même des valeurs (N,, T,) du 
tableau V, prises avec tous leurs coefficients indépendants; 
car, en ne considérant que des déplacements (u, v, w) très- 
petits, on établit facilement que tels sont les premiers ter- 
mes des fonctions (N,, T,) développées, ceux qui doivent 
être les plus sensibles. 
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§ CXCI. 

EXAMEN DE L'ANCIEN PRINCIPE. 

11 reste donc à examiner, par rapport aux deux derniers 
tableaux de la feuille C, si la définition particulière de 
1 élasticité constante, et surtout l’énorme réduction qui en 
résulte de tous les coefficients à deux seulement, sont bien 
exemples de toute hypothèse, ou si elles ne présupposent pas 
une loi, pour les actions mutuelles de molécules voisines et 
inégalement déplacées. Sous ce point de vue, les deux 
lemmes dont je me suis servi, dans les Leçons sur V Élasti- 
cité, pour en conclure la définition dont il s’agit, n’y sont 
pas présentés d une manière complètement satisfaisante. 
Leur démonstration a besoin d être reprise, pour en eil’accr 
tout veshge des anciennes idées. Mais avant d’entreprendre 
cette rectification, il importe de passer en revue les diverses 
parties du principe énoncé page 263, et sur lequel on s’ap- 
puie, pour réduire les trente-six coefficients des (N,-, T,) 
du tableau V, à quinze seulement. 

§ CXCII. , 

DOUTE RELATIF AUX MOLÉCULES. 

D’abord, qu’est-ce : une molécule ? L’analyse mathéma- 
tique ne peut aborder le phénomène de l’élasticité d’un 
corps solide homogène, chimiquement simple ou composé, 
qu en considérant ce corps comme formé de particules simi- 
laires, jouissant toutes des mêmes propriétés, et conservant 
la nature propre du solide lui-même. De là résulte la né- 
cessite d admettre que chacune de ces dernières particules 
occupe seule un volume déterminé, nécessairement polyé- 
drique, dilatable et compressible entre certaines limites, 
qui ne saurait cire divisé sans dénaturer le milieu, et dans 
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lequel peuvent exister des mouvements très-variés. Si e’est 
là ce qu’on entend par une molécule , il faut bien se garder 
de l'assimiler à cet être métaphysique, qu’on appelle point 
matériel, et qu’on dépouille de toute dimension géométrir- 
que, pour n’avoir pas à considérer les effets et les causes de 
scs mouvements internes. 

• - • * 

§ CXCIII. . 

DOUTE SUR LES ACTIONS MUTUELLES. 

t ' * a t 

Que veut dire celte expression, action mutuelle de deux 
molécules ?' Pour répondre d’une manière précise à cette 
question, il faut remonter jusqu'aux principes mêmes de 
la dynamique. D’après l’un dL’eux, il n’y a pas de cause ’ ' 
étrangère, pas de force à chercher, lorsque le mouvement ’ 
d’un point est rectiligne et uniforme. Oui, s’il s’agit d’un 
point matériel. Mais, si ce point est le- centre de gravité 
d’une molécule isolée, il faut, eu outre, d’après le théorème 
londatnental de M. PoinSot, que la molécule tourne autour • 
de ce centre, de telle sorte que f ellipsoïde central roule 
sur un même plan tangent. Si la rotation ne satisfait pas 
à cette condition essentielle, il existe une cause étrangère 
qui modifie ce mouvement. De là résulte que deux molé- 
cules doivent agir l’une sur l’autre de deux manières : en 
modifiant la translation de leurs centres de gravité, en alté- 
rant la rotation autour de ces centres. . • ’ 

. § CXCIV. A- , ’ 

DOUTE SUR LA TONCTION-FACTEUR. 

Si telle est, en réalité, l’action mutuelle de deux molé- 
cules, on arrive à celte conséquence, que, dans une même 
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direction, pour une même distance, pour un même écarte- 
ment, le travail ou la puissance vive de l’action totale peut 
se partager très-diversement entre les deux actions par- 
tielles : dans tel concours de circonstances ambiantes, sc 
porter en totalité sur la translation, dans tel autre, sur la 
rotation. C’est-à-dire que la fonction-facteur introduite, 
peut changer indépendamment des variables qu’on lui 
donne. * 

§ cxcv. 

DOUTE SUR LA DIRECTION DES FORCES. 

D’un autre côté, l’éther confiné dans les volumes parti- 
culaires doit influer sur l’élasticité: on n’en saurait dou- 
ter, quand on se rappelle l’intensité des phénomènes physi- 
ques qu il peut occasionner. Or, le calcul, en supprimant 
cet agent, ne fait pas autre chose que substituer, à toutes 
les actions de l’éther d’une particule,- une seule action éma- 
nant de son centré de gravité. Alors, est-il bien certain 
que cette force unique doive avoir la direction qu’on lui 
assigne, pour remplir fidèlement son rôle de résultante, 
enlrc particules aussi rapprochées qu elles le sont dans un 
milieu solide, et surtout dans ce qu’on appelle la sphère 
d’activité des actions moléculaires? 

Enfin, quand on attribue à la fonçlion-facteur, la pro- 
priété d’avoir la même valeur pour deux directions oppo- 
sées l’une à l’autre, on admet exclusivement "une distribu- 
tion particulaire, qui ne s’accorde pas avec plusieurs faits, 
tels que, la cristallisation tétraédrique, l’électrisation par 
la chaleur de certains cristaux, etc. 

1 
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§ CXCVI. ■; 

SEULES ÉQUATIONS CERTAINES. 

On le voit, chaque partie du principe dont il s’agit, cha- 
que mot de son énoncé, donne lieu à un doute, déguise une 
hypothèse, ou présuppose une loi. La théorie mathéma- 
tique de l’ élasticité ne peut donc faire usage de ce principe, 
sans cesser d’être rigoureuse et certaine. Pour être sûr de 
rester d’accord avec les faits, elle doit se restreindre ; i° aux 
équations générales déduites, avec Navier, des théorèmes 
fondamentaux de la mécanique rationnelle; aux rela- 
tions qui existent entre les forces élastiques autour d’un 
point, si 'bien définies par la loi de réciprocité, ou par 
l’ellipsoïde d’élasticité, et qui résultent de l'équilibre du 
tétraèdre élémentaire, imaginé par Cauchy ; 3° aux (N,-, T, ) 
exprimés linéairenienl par les dérivées premières des dé- 
placements, avec leurs coefficients indépendants; sous la 
forme essentielle établie par Poisson. 

Ainsi les belles recherches ultérieures de ces géomètres, 
partant de lois préconçues, sortent du champ des app] ica- 
liens actuelles. Mais, elles ont' admirablement préparé, et 
rendront faciles les applications futures, lorsque de nou- 
veaux faits, et leur étude approfondie, auront conduit aux 
lois réelles des actions moléculaires. • 

« . * 4 ** 

§ CXCVI I. 

J *• » . 

PRINCIPE DE L ÉLASTICITÉ CONSTANTE. 

Revenons maintenant au cas particulier" dè l’élasticité 
constante, ou aux deux lemmes qui servent de base à sa 
définition. On considère un milieu solide, d’une liomogé- 
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néité, el d'une élasticité, telles : t° (jue par le centre de 
gravité O de chaque molécule, on puisse mener trois plans 
rectangulaires (partout de mêmes directions), divisant le 
milieu en parties symétriques; c’est-à-dire qu’à chaque 
molécule pondérable, existant dans l’un des huit angles 
trièdrés formés, correspondent sept molécules symétrique- 
ment placées dans les autres; 2° qu’un élément de Volume «, 
dont Üfail partie, éprouvant une première action élastique, 
de la part de toutes les molécules contenues dans un pre- 
mier angle trièdre A, et dont les déplacements relatifs sui- 
vent une lui donnée, si, dans un second angle trièdre A', 
les déplacements sont symétriquement les mêmes, la se- 
conde action élastique exercée par A' sur « aura la même 
intensité que celle exercée par A, et une direction symé- 
trique de la première. 

On admet, de plus, que si les déplacements relatifs dans 
A' sont symétriquement les mêmes que dans A, mais de 
sens opposés, l’action de A' sur o>, aura encore la même 
intensité que celle de A, el une direction symétrique, mais 
de sens contraire. Tel est le seul principe qui -Soit néces- 
saire. On |>eut d’ailleurs le regarder comme évident, en 
s’appuyant sur le mode d’approximation adopté: car, en 
limitant les développements des forces élastiques aux pre- 
mières puissances des dérivées premières des déplacements, 
ces forces élastiques changent de signes,' en conservant les 
mêmes valeur-, absolues, quand les déplacements relatifs 
changent de sens. t 



“ •/ 





; • 'J § CXCVIII. 

LEMME DE LA TRACTION SIMPLE. 

>. *.■ j , i , - 

. . 

Cela posé, adoptons le point O pour origine,- et ses trois 
plans do symélrië pour ceux des coordonnées rectilignes. Le 
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premier leiiime consiste en ce que, si la loi des déplacements 
est 

(i) « = o, i> = o, iv — ez , 

> 1 

et indique une simple traction parallèle aux z , la force 
élastique exercée, en un point M de OX, sur un élément- 
plan o, perpendiculaire aux x, sera normale à cet élément. 
Prenant pour w le cylindre de base n x dont les génératrices 
sont dirigées versO, la force élastique cherchée est la résul- 
tante des actions exercées sur « par les quatre angles trièdres 
situés à droitede Les déplacements relatifs donnés par la 
loi (i) sont symétriquement les mêmes dans les quatre angles 
trièdres. Alors, les quatre actions partielles auront la même 
intensité, et des directions symétriques. Leur résultante 
sera donc dirigée suivant l’axe des x. C’est ce qu’il fallait 
démontrer. 

Ç CXCIX. 

LEMME DE LA TORSION SIMPLE. 

Le second lemme consiste en ce que, si la loi des dépla- 
cements est . 

(a) u — - — azr, v=az.r, «< = o, 

et indique une simple torsion autour de OZ, la force élas- 
tique exercée, en M, sur ra,, sera nulle, et celle exercée, au 
même point M, sur l’élément-plan a. perpendiculaire aux 
z, sera langentielle et parallèle aux ^.Considérant le même 
élément de volume cylindrique w de base o x que dans le 
lemme précédent, la force élastique exercée sur nr x sera 
la résultante des actions exercées sur w par les quatre 
angles trièdres situés à droite de ta x , et désignés par le 
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tableau suivant 
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A 

"Â7 



A' 

Â7 




vu d’un point pris sur le prolongement de OM. Or, il résulte , 
de la loi (2) que les déplacements relatifs seront symétri- 
quement les mêmes dans les quatre angles trièdres, qu’ils 
auront un même premier sens pour le couple (A, A',), et un 
même second sens pour le couple (A,, A'), mais symétrique- 
ment opposé au premier. Les denx actions de (A, A'J sur « 
donneront une première résultante suivant la bissectrice 
OX, et les deux actions de (A,, A') une seconde résultante 
suivant la même bissectrice, de même intensité que la pre- 
mière, mais de sens opposé. I.a résultante totale sera donc 
nulle. 

Prenons maintenant pour ro le cylindre de base o. dont 
les génératrices sont dirigées vers les z négatifs, la force 
élastique exercée sur ra, sera la résül tante des actions exer- 
cées sur (1) par les quatre angles trièdres désignés par le 
nouveau tableau 



O 4- 



I 



A. 



î A. 



A' 



vu d'un point pris sur la perpendiculaire élevée en M sur 
a,. Les déplacements relatifs dans A' sont respectivement 
les mêmes que ceux dans A, mais symétriquement de sens 
opposés-, on en conclut que la résultante des actions de ces 
deux angles trièdres sera dirigée suivant une bissectrice 
parallèle aux y. O11 arrive à la même conclusion pour la 
résultante des actions du couple (A 0 , A J. Donc la résul- 
tante totale sera la somme de ces deux résultantes partielles, 
et dirigée, comme elles, parallèlement aux_/. 
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§ (X. 

CONCLUSIONS. 

Avec ces nouvelles démonstrations, substituées à celles 
des §§ XVI et XVII des Levons sur l' Élasticité, l’établisse- 
ment des formules inscrites aux deux derniers tableaux* de 
la feuille C , et qui se rapportent à l’élasticité constante, 
est complètement dégagé de toute hypothèse, de toute idée 
préconçue. Et tel est précisément le but que nous nous 
étions proposé. 

Il résulte des leçons précédentes, que, si l'idée des coor- 
données curvilignes est venue de la théorie mathématique 
de l’élasticité, c’est aussi dans cette théorie, que le nouvel 
instrument conduit aux lois les plus complètes, et rencon- 
tre le plus grand nombre d'applications. Comme 011 l’a vu, 
les équations aux différences partielles de l'élasticité, trans- 
formées à l’aide des divers paramètres du système ortho- 
gonal, se présentent sous la forme qui se prèle le mieux aux 
intégrations. En outre, étant exprimées par les courbures 
dessurfaces conjuguées cl les variations suivant les arcs d’in- 
tersection , elles donnent elles-mêmes leur interprétation 
géométrique, ou les lois différentielles du phénomène étu- 
dié. 11 semble, d’après cela, que cette théorie, et cet instru- 
ment, fassent deux parties d’un même tout, et que l’une ne 
puisse plus être considérée sans l’autre; sorte de fusion na- 
turelle, qui justifie l’étendue que nous avons donnée à 
cette dernière partie du Cours. 



Si quelque personne trouvait étrange et singulier, que l’on 
ait pu fonder un Cours de Mathématiques, sur la seule 
idée des systèmes de coordonnées, nous lui ferions remar- 
quer, que ce sont précisément ces systèmes qui caractérisent 
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les phases ou les étapes de la science. Sans l'invention des 
coordonnées rectilignes, l’algèbre en serait peut-être encore 
au point où Diophante et scs commentateurs l’ont laissée, et 
nous n’aurions, ni le Calcul infinitésimal, ni la Mécani- 
que analytique. Sans l’introduction des coordonnées sphé- 
riques, la Mécanique céleste était absolument impossible. 
Sans les coordonnées elliptiques, d'illustres géomètres n au- 
raient pu résoudre plusieurs questions importantes de cette 
théorie, qui restaient en suspens; et le règne de ce troi- 
sième genre de coordonnées spéciales tic fait que commen- 
cer. Mais quand il aura transformé et complété toutes les 
solutions de la Mécanique céleste, il faudra s occuper sé- 
rieusement de la Physique mathématique, ou de la Mécani- 
que terrestre. Alors viendra nécessairement le règne des 
coordonnées curvilignes quelconques, qui pourront seules 
aborder les nouvelles questions dans toute leur généralité. 
Oui, cette époque définitive arrivera, mais bien lard : ceux 
qui, les premiers, ont signalé ces nouveaux instruments, 
n’existeront plus et seront complètement oubliés; à moins 
que quelque géomètre archéologue ne ressuscite leurs noms. 
Eh! qu'importe, d’ailleurs, si la science a iqarché! 
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